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Philosophie, Logik. 


Cornelius, Hans: Zur Kritik der wissensehaftliehen Grundbegriffe. Erkenntnis, zugl. 
Ann. Philosoph. 2, 191—218 (1932). 

Die sog. „Dinge“ der vorwissenschaftlichen Erfahrung reduzieren sich auf Gesetze 
für Wahrnehmungen. „Dinge“ sind vorzüglich diejenigen Zusammenhänge, als deren 
Glieder sinnliche Erscheinungen auftreten; fortschreitende physikalische Erkenntnis 
erweitert nur den Zusammenhang dieser mit anderen Wahrnehmungen. Die ersten 
sinnlichen Wahrnehmungen müssen mit umspannt werden, wenn eine Theorie die 
„Wirklichkeit“ treffen will. Hans Lipps (Göttingen). 

Hoensbroech, Franz Graf: Beziehungen zwischen Inhalt und Umfang von Be- 
griffen. Erkenntnis, zugl. Ann. Philosoph. 2, 291—300 (1932). 

Versteht man unter Inhaltsvermehrung eines Begriffes die Hinzufügung von 
Bestandteilen, ohne daß die bisherige Verbindung seiner Bestandteile zerstört wird, 
so braucht, wie Verf. im Anschluß an eine Bemerkung von Bolzano feststellt, der 
Umfang bei einer Inhaltsvermehrung durchaus nicht abzunehmen. Z. B. hat in diesem 
Sinne „‚blau oder rot“ größeren Inhalt als „blau“. Verf. untersucht nun die verschiede- 
nen Arten der Inhaltsvermehrung, die unter diesem Gesichtspunkt möglich sind 
(konjunktive und diskonjunktive Einfügung, Negation, Einsetzung eines Namens, 
Hinzufügen von Quantifikatoren) bezüglich ihrer Wirkung auf den Umfang der Begriffe. 

K. Gödel (Wien). 

Carnap, Rudolf: Überwindung der Metaphysik dureh logische Analyse der Sprache. 
Erkenntnis, zugl. Ann. Philosoph. 2, 219—241 (1932). 

Das Ziel der Arbeit ist der Beweis, daß die Sätze der Metaphysik nicht etwa falsch 
oder bloß ungewiß und unfruchtbar, sondern im strengen Sinne sinnlos seien; 
dabei heißt „im strengen Sinne sinnlos eine Wortreihe, die innerhalb einer bestimmten 
vorgegebenen Sprache gar keinen Satz bildet“, Solche „‚Scheinsätze‘‘ enthalten ent- 
weder Begriffe, die gar keine Bedeutung mehr haben, oder Begriffe, die in syntaxwidriger 
Weise zusammengestellt sind und dadurch ihre Bedeutung verlieren (man vgl. auch 
Carnap, Scheinprobleme in der Philosophie. 1928). Es wird also darauf ankommen, 
was man unter Bedeutung versteht; C. definiert die Bedeutung eines Begriffes aus 
dem Sinn seines „Elementarsatzes 8“; unter Berufung auf Wittgenstein identifiziert 
er sodann die philosophische Frage „Welchen Sinn hat der Satz S?“ mit der 
logischen Frage „Unter welchen Bedingungen soll $ wahr, unter welchen falsch 
sein ?‘“; diese Frage wiederum wird auf Ableitbarkeit von S aus „Protokoll- 
sätzen‘“ (die unmittelbare Beobachtungen aussprechen) zurückgeführt. Auf Grund 
dieser Definition des Sinnes kann der Verf. die sinnvollen Sätze einteilen in 1. Tauto- 
logien, 2. Negate von Tautologien, 3. Erfahrungssätze, und er kann zu dem Schluß 
kommen: „Will man einen Satz bilden, der nicht zu diesen Arten gehört, so wird er 
automatisch sinnlos.“ Da die Metaphysik weder analytische Sätze sagen noch ins 
Gebiet der empirischen Wissenschaft geraten wolle, so seien alle ihre Erkenntnisse 
sinnlos; und von der Philosophie bleibe überhaupt nur die „Methode der logischen 
Analyse“ übrig. Es werden einige besonders krasse, das „Nichts“ behandelnde 
Beispiele von ‚„Scheinsätzen“ und logisch unhaltbaren Übergängen aus Heidegger: 
„Was ist Metaphysik ?“ analysiert. — C. betrachtet die Metaphysik als eine Ausdrucks- 
form des Lebensgefühls, und zwar als eine (im Gegensatz zur Kunst) inadäquate, 
. weil „der Metaphysiker sich in einem Gebiete zu bewegen glaubt, in dem es um Wahr- 
heit und Falschheit geht“. Die der Carnapschen Beweisführung stillschweigend zu- 
grunde liegende Auffassung, „Wahrheit“ lasse sich auf keine Weise so verstehen, 
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daß es Wahrheiten gäbe, über die wir denken können, ohne sie zu entscheiden, wird 
von den Metaphysikern nicht geteilt werden. Arnold Schmidt (Göttingen). 

Schiller, F. €. S.: The value of formal logie. Mind 41, 53—71 (1932). 

Kaufmann, Felix: Bemerkungen zum 6Grundlagenstreit in Logik und Mathematik. 
Erkenntnis, zugl. Ann. Philosoph. 2, 262—290 (1932). 

Der Verf. erblickt das Wesen der Abstraktion darin, daß gewisse Qualitäten 
eines Dinges (bzw. Fakten), die gegenüber der Variation anderer Qualitäten (bzw. 
Fakten) innerhalb eines vorgegebenen Variationsbereiches invariant bleiben, hervor- 
gehoben werden. Von diesem Standpunkt aus gelangt er zu der (übrigens schon von 
Brentano vertretenen) Auffassung, daß Aussagen über eine Qualität nur sprachlich 
verkürzte Aussagen über die mit der betreffenden Qualität behafteten Dinge seien; 
diese Auffassung läßt keine Iterationsbegriffe wie „Eigenschaft von Eigenschaften“, 
„(Satz-)Funktion von (Satz-)Funktionen“ u.ä. zu. Die Betonung der Invarianz der 
Begriffsbedeutung gegen empirische Veränderungen führt weiter dazu, einer exten- 
sionalen Festlegung eines Begriffs die Berechtigung abzusprechen, womit auch der 
Begriff der „Klasse von Klassen“ bedeutungslos wird (schließlich wird eine „Folge von 
Folgen‘ in evidenter Weise als einfache Folge aufgefaßt). Bei diesen Beschränkungen 
entfallen offenbar die üblichen Paradoxien. — In Analogie zur Husserlschen Trennung 
von genereller und individueller Allgemeinheit unterscheidet der Verf. zwei Mengen- 
begriffe: die Menge als Synonym zu „Eigenschaft“ und die Menge im extensionalen 
Sinne; bei letzterer sei stets eine Zählordnung ‚„mitgemeint“. Diese Behauptung 
führt zur Ausschaltung der überabzählbaren Mengen, welche nach Ansicht 
des Verf. den Bestand der klassischen Mathematik und der Topologie nicht gefährdet. — 
Die Reihe der natürlichen Zahlen dagegen betrachtet auch der Verf. als etwas 
strukturell eindeutig Bestimmtes. Seine Definition dieser Reihe schließt sich eng 
an die Peanoschen Axiome an, wobei allerdings das Axiom der vollständigen Induktion 
als durch die Forderung des „Ausschlusses weiterer Bestimmungen“ ersetzbar an- 
gesehen wird. Der Verf. glaubt weiter, aus seiner Definition der Zahlenreihe unmittelbar 
Vollständigkeit und Entscheidbarkeit für die Zahlentheorie entnehmen zu können; 
dies führt u. a. auf die Annahme, das Tertium non datur gelte gerade noch für die 
natürlichen Zahlen, welche dem von Weylin „Das Kontinuum“ vertretenenen Stand- 
punkt entspricht. Arnold Schmidt (Göttingen). 

Herbrand, Jacques: Sur le probleme fondamental de la logique math&matique. 
Sprawozd. Towarz. nauk. warszaw., Wydz. III 24, 12—56 (1931). 

In den Herbrandschen Theses (Trav. Soc. Sc. et L. Varsovie 1950) sind einige 
das Entscheidungsproblem betreffende Sätze ohne Beweis angegeben; die Beweise 
werden hier nachgeholt, und es werden weitere Folgerungen aus ihnen gezogen. Bei 
dieser Gelegenheit wird der den Herbrandschen Überlegungen zugrunde liegende Forma- 
lismus von neuem mit einigen Erweiterungen und unter Anführung einer Reihe inter- 
essanter Einzeltatsachen dargelegt und der Hauptsatz der Thöses eingehend erläutert, 
welcher als notwendiges und hinreichendes Kriterium für Beweisbarkeit 
die Unmöglichkeit einer Widerlegung durch ein champ infini (siehe dies. Zbl. 3, 49) an- 
gibt. Mit Hilfe des Kriteriums zeigt Herbrand, daß das Entscheidungsproblem für 
eine Theorie mit endlich vielen Axiomen sich zurückführen läßt auf ein solches für eine 
Theorie, in der nur eine Dingsorte und keine Elementaraussagen mit mehr 
als2 Argumenten vorkommen; dieser Satz ist insofern schärfer als der entsprechende 
Satz von Löwenheim (Math. Ann. 79), als unter ‚„Entscheidungsproblem“ hier nicht 
die Frage nach der Entscheidung über Erfüllbarkeit, sondern die finite Frage nach 
der Entscheidung über Beweisbarkeit verstanden wird. Die von Bernays und 
Schönfinkel (Math. Ann. 99, 359) und von Ackermann (Math. Ann. 101) gelösten 
speziellen Fälle des Entscheidungsproblems ordnen sich (in der finiten, auf die Beweis- 
barkeit bezüglichen Fassung) dem angeführten Satze H.s als einfache Anwendungen 
unter; als weiterer Spezialfall ergibt sich die Lösung des Entscheidungsproblems für 
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Aussagen, bei denen alle All- und Seinszeichen voranstehen und in ihrem Bereich eine 
Disjunktion von Elementaraussagen und Negationen solcher Elementaraussagen — 
die auch mathematische Funktionen enthalten dürfen — steht. (Einen weiteren ange- 
gebenen Spezialfall erkennt man als Unterfall des Ackermannschen.) — Der Verf. unter- 
sucht weiter, inwieweit auf Grund seiner Sätze das Entscheidungsproblem, das ja 
durch sie keineswegs erledigt ist, auf die Lösung diophantischer Gleichungssysteme 
hinausläuft und in welchen Fällen es die Konstruktion der eine Existenzbehauptung 
erfüllenden Individuen darbietet. — Eine Betrachtung über die Vollständigkeit 
des den Prineipia mathematica zugrunde liegenden Axiomensystems, welche die 1929 
geschriebene Arbeit abschließt, wird durch einen 1931 zugefügten Anhang erheblich 
eingeschränkt; der Gödelsche Satz (Mh. Math. Physik 38; dies. Zbl. 2, 1) lehrt näm- 
lich, daß sich eine etwaige Lösung des Entscheidungsproblems nicht im Formalismus 
der Principia mathematica darstellen läßt, entgegen der ursprünglichen Vermutung 
Herbrands, die der betreffenden Betrachtung zugrunde liegt. Arnold Schmidt. 

Weiss, Paul: Two-valued logie — another approach. Erkenntnis, zugl. Ann. Philo- 
soph. 2, 242—258 (1932). 

Unter Ignorierung des üblichen Verfahrens (Entwicklung in Normalform) zur 
Feststellung, ob eine Formel des Aussagenkalküls identisch wahr ist bzw. ob zwei 
solche Formeln wahrheitsäquivalent sind, bringt der Verf. einige Tabellen, die für 
Aussagen mit zwei Variablen die einfacheren derartigen Wahrheitsäquivalenzen in 
schematischer Form zusammenstellen; und er betrachtet gewisse recht selbstverständ- 
liche Beziehungen zwischen diesen Tabellen. Die Bemerkung, daß man in einer Formel 
des Aussagenkalküls jeden Bestandteil durch einen beliebigen wahrheitsäquivalenten 
Ausdruck ersetzen kann, ohne den Wahrheitsverlauf der gesamten Formel zu ändern, 
bezeichnet der Verf. als disclosing a new important but unsuspected principle, dessen 
Unterschiede zur Variablen-Substitution hervorgehoben werden. — Zu diesen Betrach- 
tungen wird eine Reihe neugebildeter Termini benutzt; und es wird behauptet, die 
Logik sei bisher an den beschriebenen Tatbeständen vorbeigegangen. A. Schmidt. 

Klein, Fritz: Über einen Zerlegungssatz in der Theorie der abstrakten Verknüpfungen. 
Math. Ann. 106, 114—130 (1932). 

Im Anschluß an eine frühere Arbeit (Math. Ann. 105, 308; dies. Zbl. 2, 323) 
definiert Verf. als „Verband“ einen Dingbereich, in dem zwei kommutative und asso- 
ziative Operationen U, N definiert sind, für welche überdies gilt: a Ub=a-=-anb=b 
undaUa=a. Wenn aUb=b, heißt a Teilding von db. Unter der Voraussetzung, 
daß die Operation N distributiv bez. U ist, daß ferner ein Einheitselement e für U 
existiert und daß jedes Element nur endlich viele Teildinge hat, kann ein Element «a 
des Verbandes auf höchstens eine Art in der Form: 

a=Pı U Pal »-- UP (1) 
dargestellt werden, wobei die p, „Primärelemente“ über verschiedenen ‚Primelementen‘“ 
sind. Dabei heißt p Primelement, wenn es keinen echten Teil außer e hat, und q Primär- 
element über p, wenn p das einzige in g enthaltene Primelement ist. Nimmt man 
noch an, daß jedes Nicht-Primärelement a + e in zwei von a verschiedene Elemente 
zerfällt, so folgt auch die Existenz einer Darstellung der Form (1) für jedes Element 


des Verbandes. — Außer diesem Hauptergebnis werden noch verschiedene Unter- 
suchungen insbesondere über die Unabhängigkeit der genannten Voraussetzungen 
durchgeführt. K. Gödel (Wien). 


Bernstein, B. A.: Application of Boolean algebra to proving eonsisteney and in- 
dependence of postulates. Bull. Amer. Math. Soc. 87, 715—719 (1931). 

Ob ein (in bezug auf die Anzahl der Grundbegriffe und der Axiome endliches) 
Axiomensystem innerhalb einer Booleschen Algebra (durch geeignete Interpretationen 
der Grundbegriffe, d.h. der nicht definierten Operationen und Relationen als Boolesche 
Operationen bzw. Boolesche Relationen) erfüllbar ist, läßt sich immer durch ein kalkül- 
artiges Verfahren entscheiden. Verf. verwertet diese Tatsache zur Ausbildung einer 

19* 


292 


Methode, die es ermöglicht, hinreichende Bedingungen für Widerspruchsfreiheit eines 
Axiomensystems (der genannten Art) bzw. für die Unabhängigkeit eines Axioms von 
den übrigen zu gewinnen, und, falls diese Bedingungen erfüllt sind, Modelle zu kon- 
struieren, die die Widerspruchsfreiheit bzw. Unabhängigkeit in Evidenz setzen. Die 
Methode wird durch zwei aus früheren Arbeiten des Verf. entnommene Beispiele 
erläutert. — Die Behauptung am Anfang der Arbeit, daß bisher keine Methode zur 
Konstruktion der fraglichen Modelle existiere, ist wohl in dem Sinne zu deuten, daß 
das Entscheidungsproblem der mathematischen Logik nicht gelöst ist; die Forschung 
mehrerer Verfasser auf dem Gebiet des Entscheidungsproblems weist ja zahlreiche Er- 
gebnisse auf, die ebenfalls als „partielle‘‘ Methoden im gleichen Sinne wie die des Verf. 
zu betrachten sind. Kalmar (Szeged). 


Algebra, Zahlentheorie. 


Smith, T.: Tesseral matrices. Quart. J. Math., Oxford ser. 2, 241—251 (1931). 
Consider a nm X o matrix u and non-singular square matrices p and r, whose 
squares are scalar and such that = r?. Let p=eP and r=eR where e= —1 


and Pand Rare inverses ofpandr. If one chooses p = 1 


zero and unit matrices of the same order, then there will be a class of matrices u whose 
relations to its reciprocal U and its inverse U’ are shown by the equations 
bd ce —a , de —d’ 
ce Ueli) Znleennele 

a,b,c, and d are = X o matrices and primes denote conjugate matrices. Members 
of such a class of matrices are called tesseral matrices. This class is further specialized 
to give a class of r-matrices, which are defined as follows. Assume one of the components 
a, b, c, d (say a) is non-singular and b= ea, b’—= ae, e= AEA', where A is any 
solution of Aa’= 1, and E is symmetrical and is a solution of d= AE. The author 
investigates the conditions under which the multiplicative property will hold for these 
matrices, and gives the relations between the elements when more than one form for 
a particular 7-matrix exists. An application of this theory of z-matrices to contact 
transformations is given. Sokolnikoff (Madison). 

Muir, Thomas: Note on Cayley’s elimination-problem involving superfluous data. 
Proc. Roy. Soc. Edinburgh 51, 162—168 (1931). 

Verf. entwickelt eine einfachere Methode als die im Titel erwähnte Cayleysche, um 
die Eliminante des Gleichungssystems 


u ‚ where 0 and 1 denote 


a ya ap yı 
a, b, cı dı un 0 
Q, b, 2 d, & 
Q; b; 03 d; e3 


aufzustellen. U. Wegner (Darmstadt). 
Pounder, I. R.: The number of essential parameters in a system of functions. 
Trans. Roy. Soc. Canada III Math. Sci., IIl.s. 25, 75—78 (1931). 
Aus den p Funktionen füz,,. AN, (=1,2,...,P) 


bilde man eine Matrix von n Spalten und einer unendlichen Anzahl von Zeilen, deren 
p erste Zeilen folgendermaßen lauten 


ee OR 


of! oft of! 
da, day“ „dar 
of of of 
da, Da, Img, 
op of? ofr 
da, E77 
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Die folgenden Zeilen werden gebildet, indem man nacheinander auf die ersten Zeilen 
die Operatoren Outat tim 
oa dan... da 

in bekannter Reihenfolge anwendet, wobei die s, unabhängig die Werte 0,1,2,. 
durchlaufen. Für jeden Punkt &,,..., &n} 41, - - ., @, des Definitionsgebietes hat die 
Matrix einen wohlbestimmten Rang <n. Für die Gesamtheit der Punkte des Gebietes 
gibt es dann einen maximalen Rang r, der von einem Punkte des Gebietes angenommen 
wird. — Verf. beweist den folgenden Satz: Wenn der Maximalrang der Matrix r ist, 
so können die Funktionen f? als Funktionen von r und nicht weniger Parametern 
ausgedrückt werden. U. Wegner (Darmstadt). 

Godeau, R.: Sur les &quations algebriques dont toutes les racines sont r£elles. 
Mathesis 45, 245—252 (1931). 

Von E. Laguerre rührt der folgende Satz her: Teilt man das Intervall zwischen 
zwei benachbarten Nullstellen des Polynoms f(x) n-ten Grades mit lauter reellen 
Nullstellen in n gleiche Teile, so kann die Derivierte f(x) in den äußersten Teilintervallen 
nicht verschwinden. — Der Verf. verschärft diesen Satz und bestimmt die untere 
und obere Schranke der Wurzeln einer Gleichung f(x) = 0 n-ten Grades mit lauter 
reellen Wurzeln. Er scheint aber die Literatur [z. B. die Arbeit des Ref., Jber. d. DMV. 
27, 37—43 (1918)] nicht genug zu kennen. Die vom Verf. gefundenen Schranken der 
Wurzeln bilden nur eine spezielle Form eines in der Literatur mehrmals bewiesenen 
Satzes von E. Laguerre ((Euvres de Laguerre 1, 92—93). 2. Nagy (Szeged). 

MeDonough, Donald L.: On the expansion of a certain type of determinant. Amer. 
Math. Monthly 38, 556—565 (1931). 

The proof that a binary form of order n can be ütlen f= 2107” A,, where 
the a;; are given linear forms and the A, are forms of order &, to be detersiked so that 
2%; =n— r-+ 1, hinges upon the non-vanishing of a certain determinant (Glenn, 
The Theory of Invariants. p. 120). The author shows that tbis determinant is 
a non-zero numerical multiple of a product of powers of the resultants of the a;;. 

MacDuffee (Columbus). 

Cherubino, Salvatore: Su le forme assoeiate ai polinomi. Rend. Semin. mat. Univ. 
Padova 2, 80—107 (1931). 

Unter den einem reellen Polynom f(x) vom Grade 2m assoziierten Formen versteht 
Verf. diejenigen quadratischen Formen in m + 1 Variablen, die bei Ersetzen dieser 
Variablen durch m + 1 passende linear unabhängige Polynome in x von m-tem Grade 
mit f(x) identisch werden. Es wird im Anschluß an frühere Arbeiten des Verf. [Rendi- 
conti del Istituto Lombardo 62 (1929)] gezeigt, daß jedes Polynom vom Grade 2m 
assoziierte Formen vom Range 1 oder 2 und vom Range m oder m + 1 besitzt. Rang 1 
kann trivialerweise nur vorkommen, wenn f(x) Quadrat eines reellen Polynoms ist. 
Rang m + 1 kommt stets vor, wenn f(x) keine mehrfache reelle Wurzel hat. Ferner 
werden Kriterien von Hurwitz [Math. Ann. 73, 173 (1913), Fujiwara [Töhoku 
Math. J. 6, 20 (1914—1915)] und Okada [Jap. J. of Math. 1, 23 (1924)] der folgenden 
Art — gleichfalls unter Benutzung früherer Ergebnisse des Verf. — hergeleitet: Es 
sei f(x) definit oder semidefinit [f(x) > 0 bzw. 0 für alle reellen x]. Dann ist 
Fix) = uof(2) + uf (X) +: + Mamf?”9(x) (Mo + 0) gleichfalls definit oder semi- 
definit, wenn eine gewisse aus den u; zu bildende quadratische Form definit oder 
semidefinit ist. Hieraus werden einige Folgerungen gezogen. Z.B.: „I coefficienti 
dei termini di grado dispari nei polinomi definiti possono prefissarsi ad arbitrio“. (Es ist 
Ref. unter Berücksichtigung des ‚„Beweises“ nicht gelungen, diesen Satz so zu inter- 
pretieren, daß etwas Richtiges herauskommt.) Ferner: Ein definites Polynom bleibt 
definit, wenn man die Glieder ungeraden Grades wegläßt. [Dies erkennt man allerdings 
ohne assoziierte quadratische Formen einfacher, da mit f(x) auch f(— x), also 
3 (2) + f(— ©) definit ist.] Schließlich werden einige Klassen von definiten Polynomen 
angegeben. W. Fenchel (Göttingen). 
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Bell, E. T.: Quadratie partitions. I. (California Inst. of Technol., Pasadena.) Bull. 
Amer. Math. Soc. 37, 870—875 (1931). 

This is the preliminary note of a series giving some of the numerous general arith- 
metical theorems accumulated by the author for several years and associated with his 
Algebraic Arithmetic [Amer. Math. Soc. Colloguium Publications 7 (1927)] and 
certain memoirs related to this book. The necessary definitions are restated here. 
The author’s umbral notation is explained and several umbral identities and several 
trigonometric identities are stated once for all in a form convenient for later use in the 
series oi notes. R. D. Carmichael (Urbana). 

Bell, E. T.: A new type of arithmetical invariance. Amer. J. Math. 54, 35—38 (1932). 

Der neue Typus arithmetischer Invarianz wird an einem Beispiel dargelegt, das 
sich aber nicht in Kürze wiedergeben läßt; es hängt mit einer Formel aus der Lehre 
von den elliptischen Thetafunktionen zusammen. L. Schrutka (Wien). 

Schoeneberg, Bruno: Berechnung irreduzibler Darstellungen endlicher Gruppen. 
Abh. math. Semin. Hamburg Univ. 9, 1—14 (1932). 

Auf Anregung von Hecke werden hier die Koeffizienten der irreduziblen Dar- 
stellung ©’, des Grades q — 1 der inhomogenen Modulargruppe M(g) der Primzahl- 
stufe 9>3 berechnet. Die angewandte Methode führt zur Bestimmung der Koeffi- 
zienten bei jeder irreduziblen Darstellung, wenn die zugehörigen einfachen Charaktere 
bekannt sind, und unter den Darstellungsmatrizen mindestens eine ohne mehrfache 
charakteristische Wurzeln vorkommt. Myrberg (Helsinki). 

Herbrand, J.: Sur les th&or&mes du genre prineipal et des ideaux prineipaux. Abh. 
math. Semin. Hamburg Univ. 9, 84—92 (1932). 

Neuer Beweis und Verallgemeinerung des Takagischen Hauptgeschlechtssatzes 
(Hasse, Klassenkörperbericht Ia, Sätze 22—23). Gegeben ist ein zyklischer Körper 


des Grades n (beliebig) über dem Grundkörper % und in K eine beliebige ambige Ideal- 


gruppe H,, zu der in bekannter Weise durch Normbildung in % und wieder zurückgehen 
auf K das Hauptgeschlecht H, gebildet wird. Die Untersuchung verläuft so, daß für 
H, der Klassenkörper K und für H, der darin enthaltene Klassenkörper X gebildet 


wird und daß dann K und K mit der Artinschen Methode des Reziprozitätsgesetzes 
untersucht werden. [E. Artin, Idealklassen in Oberkörpern und allgemeines Rezi- 
prozitätsgesetz. Abh. math. Semin. Univ. Hamburg 7, 46—51 (1930).] K ist der 
größte abelsche Teilkörper von K/k. Die Behauptungen des Hauptgeschlechtssatzes 
[das Hauptgeschlecht besteht aus den (1 — o)-ten Potenzen der Idealklassen nach A, 
die Geschlechterzahl ist gleich dem n-ten Teil der Klassenzahl nach der durch Norm- 
bildung zugeordneten Idealgruppe H, von k] übersetzen sich in gruppentheoretische 
Aussagen über zweistufige Abelsche Gruppen. Vorher wird ein Hilfssatz darüber be- 


wiesen, wie der Führer M eines über k Abelschen Zahlkörpers K in Beziehung auf 


einen Zwischenkörper K aus den Führern f von K/k und m von K/k und der Art der 
Verzweigung der %k-Primideale in K berechnet werden kann. Dieser Hilfssatz führt 
leicht zu einem allgemeinen Hauptidealsatz für Strahlklassenkörper, der von Iyanaga 
angegeben wurde. (Iyanaga, Über den allgemeinen Hauptidealsatz. Jap. J. of Math. 
1931, 315; vgl. dies. Zbl. 2,121.) Die Formel für den Index des Einheitenhauptgeschlech- 
tes in Beziehung auf die Untergruppe der (1 — o)-ten Einheitenpotenzen, welche bei 
Takagi mit zum Beweise des Hauptgeschlechtssatzes benutzt wird, kann umgekehrt 
aus dem Hauptgeschlechtssatz bewiesen und entsprechend verallgemeinert werden. 
M. Deuring (Leipzig). 

Mori, Shinzir6: Zur Zerlegung der Ideale. Proc. phys.-math. Soc. Jap., III. s. 13, 
302—309 (1931). 

Eine Verallgemeinerung der Definition des Exponenten auf zwei beliebige Ideale 
aundb 2a gestattet dem Verf., für beliebige kommutative Ringe o mit Teilerkettensatz 
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zu zeigen, daß jedes Ideal a + vo kürzester Durchschnitt der Ideale (a, p}”) ist, wenn 


die p; die nicht eingebetteten zugehörigen Primideale, die m; mindestens gleich den 


Exponenten der p; sind. Bei einer anderen Verallgemeinerung des Exponentenbegriffs 
gibt es, wenn p ein zu a gehöriges Primideal mit dem Exponenten _ ist, unter den 
zu p gehörigen Primärteilern von a einen und nur einen als Primärteiler von a 
minimalen; in ihm gehen alle übrigen auf, und sein Exponent hinsichtlich des zu- 
gehörigen Primideals p ist o. Ist ferner jedem solchen p ein m = 0 zugeordnet, so be- 
findet sich unter den zu p gehörigen Primärteilern von (a, p”) ebenfalls ein und nur ein 
als Primärteiler von (a, p”) minimaler. In beiden Fällen wird a kürzester Durchschnitt 
der angegebenen Primärideale. W. Weber (Göttingen). 

Wahlin, 6. E.: The multiplieative representation of the prineipal units of a relative 
eyelie field. J. f. Math. 167, 122—128 (1932). 

Nach Hensel gibt es für einen Körper k(p) ein Fundamentalsystem 77, ©,n9s+-- Nu» 
so daß jede Zahl aus k(p) dargestellt werden kann als mw’ ng ni, -.-; nie. Wahlin 
untersucht die Einseinheiten eines Körpers K(®), der durch & — & = 0 erzeugt ist; 
in den Bezeichnungen hölt er sich im wesentlichen an Hensel und Hasse. g ist ra- 
tionale Primzahl, g ein Primteiler davon, & ein Primteiler von g im Erweiterungs- 


körper. e und f seien Ordnung und Grad von g. a=e'f, r = 4 . Er zeigt nun: 
Die Einseinheiten von KX(®) stellen sich dar: a) als 7= H%]JIH FU) 9 .tallsı-—=1 
N ’ 


‚eo 
+w,4r=n,, A Primzahl in £(g), also aus «+ 1 unter ihnen, nämlich der 
speziellen Einheit HZ, und a=e-f Einheiten A,,=1+ Wwij=1,...,f; 
e=0,...,9‘r, (,9)=1. W ist eine Einheit von X(®), für deren Relativspur 
w= S(W) gilt: g+w. W= W,. W1,W3,:.:, W,-ı seien die relativ konjugierten 
von W. w,,%s,.... ., Wr bedeuten eine Modulbasis für g in %(g). o ist die Substitution 
der zyklischen Gruppe von K(®) bezüglich %(g), die Yx überführt in Ö - Ya [& ist in 
k(g) gelegene primitive g-te Einheitswurzel; &=1+u:7]. c, ist eine rationale 
ganze g-adische Zahl, F,.(0) ein Polynom mit rationalen ganzen g-adischen Koeffi- 
zienten. — b) Aus #+1 unter ihnen: H= m ]IH;e”; nu < kg), wenn a=4 
0 
g= ©. — c) Aus 4, +1 unter ihnen: A, und H,,i=1..,5j=],...,0,, 
also H= H%« ]J HF”, won a=1+uftg=& (h,g=10<h<g:r. Auch 
45 ; 
hier läßt sich 4, = n,C k(g) wählen. Es ist u =e,', a =2e—h+2 + +1. 
Rolf Müller (Berlin). 
Toechi, Luigi: Suwi problemi di analisi indeterminata. Giorn. Mat. Battaglini, 
II. s. 69, 121—136 (1931). 


In dieser Arbeit werden einfache Beweise für bekannte Sätze gegeben, wie: „Die 
notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß das System 


PA ei (ini. RR) (1) 


ganzzahlige Lösungen besitzt, ist, daß der gr. g. Teiler der (7) Determinanten m-ter 


Ordnung aus der Matrix (a;z) gleich dem gr. g. Teiler der we Br | Determinanten m-ter 


Ordnung aus der erweiterten Matrix (a;z, 5;) ist.“ „Alle Lösungen x; des Systems (1) 
lassen sich darstellen durch en 


u; +2ßDi, =]1,...,R) (2) 


(spezielle Lösung des inhomogenen Systems + allgemeine Lösung des homogenen 
Systems).‘““ Der Verf. zeigt, wie man lineare Gleichungssysteme vorteilhaft auflöst 
und erläutert dies auch an Beispielen. Hofreiter (Wien). 
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Aramata, Hideo: Über die Teilbarkeit der Zetafunktionen gewisser algebraischer 
Zahlkörper. Proc. Imp. Acad. Tokyo 7, 334—336 (1931). 

Über die Teilbarkeit der Zetafunktion Cx(s) eines algebraischen Zahlkörpers K 
durch die Zetafunktion Ö,(s) eines Unterkörpers k von K weiß man bis heute noch 
recht wenig. Der Verf. beweist nun diese Teilbarkeit in dem Falle, daß K/k galoissch 
ist und von je zwei zyklischen Untergruppen der galoisschen Gruppe & von K/k ent- 
weder eine in der anderen enthalten ist oder beide nur das Einheitselement gemeinsam 
haben. Der Quotient 6x (s):&;(s) ist in der Tat die Artinsche L-Funktion von K/k 
mit dem Charakter 


9(0) = ZYtixi(o), (k = 4W) 
ah 
Er a g—1 fü o =, 
A Be 1 sonst, 
wo g die Ordnung von & bedeutet. In unserem Falle lassen sich gewisse Elemente 
61,..., 0, aus & tatsächlich so auswählen, daß @(c) durch die induzierten Charaktere 
X,,(0) GEF 


linear darstellbar ist, und zwar mit positiven (rationalen) Koeffizienten. Somit ist die 
Ganzheit von Üx(s):£;(s) dargetan, da diese Funktion in der ganzen s-Ebene gewiß 
eindeutig ist. Z. Suetuna (Tokyo). 


Mengenlehre und reelle Funktionen. 


Maeda, Fumitomo: An extension of the Lebesgue measure. Proc. Imp. Acad. 
Tokyo 7, 331—333 (1931). 

From the Caratheodory’s theory of measure the author derives the existence of 
a closed family (o-Körper) of sets, including the sets with Lebesgue measure and 
still others, and such that there exists a completely additive set funetion u(E), 
defined for every set of the family and equal to the Lebesgue measure m(E) for every 
set, which is measurable in Lebesgue sense. J. Ridder (Groningen). 

Favard, J.: Une definition de la longueur et de P’aire. ©. R. Acad. Sci. Paris 194, 
344—346 (1932). 

Als „Länge“ I(E) einer beschränkten ebenen Punktmenge E wird im Anschluß an 
Croftonsche Untersuchungen das Lebesguesche Maß der Geraden definiert, die E 
schneiden, wobei jede Gerade so oft zu zählen ist, als sie mit E Punkte gemeinsam hat. 


Die Menge heißt rektifizierbar, wenn dieses Maß existiert. Esist 1(#)—=3 L Mi n(p,0)dOdp 
0 —oo 


wo p der Abstand der Geraden vom Nullpunkt, 0 der Winkel der Normalen gegen eine 
feste Richtung und n(p, 6) die Schnittpunktzahl der Geraden mit E bezeichnet. Le- 
besgue hat [Exposition d’un M&moire de Crofton. Nouv. Ann. de Math., IV.s. 12, 
1 (1912)] gezeigt, daß das Integral die Bogenlänge im üblichen Sinne darstellt, falls & 
aus endlich vielen konvexen Bögen besteht. Verf gibt ohne Beweis an: Ist E ein 
Jordan-Bogen, so ist das Integral gleich der Länge des Bogens (im Sinne von Le- 
besgue), falls diese endlich ist. Dies rechtfertigt die obige Definition. Entsprechend 
lassen sich auch Kurvenintegrale von auf E erklärten Funktionen definieren. Diese 
Kurvenintegrale gehen für Mengen E auf einer Geraden in gewöhnliche Lebesguesche 
Integrale über. — Entsprechende Definiton der „Oberfläche“ von räumlichen Punkt- 
mengen und der p-dimensionalen Maße von Mengen des n-dimensionalen Raumes. 
W. Fenchel (Göttingen). 

Whittaker, 3. M.: The structure of sets of points. J. London Math. Soc. 6, 259 
bis 262 (1931). 

A study of the operatorr QE= E’— E in Euclidean space of n dimensions. 
For any set E an enumerable number of applications of this operator leads to a set N 
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(possibly null) for which 2(QN)= N. The multiplicative axiom is not employed. 
The author remarks that part of the results extend to suitably conditioned abstract 
classes. E. W. Chittenden (Iowa). 
| Viola, Tullio: Di una particolare funzione eontinua verso destra. Rend. Circ. mat. 
Palermo 55, 358—367 (1931). 

Im Anschluß an Arbeiten des Verf. über einseitig stetige Funktionen wird hier 


> ar 
ar" 

| 1 

| Ötto Szasz (Frankfurt a. M.). 


| Mazurkiewiez, S.: Sur les fonetions non derivables. Studia Math. (Lwöw) 3, 92—94 
| (1931). 


ums hteni 


folgendes Beispiel näher betrachtet: für x = >’% (&, = 0 oder 1) sei f(x) = 
1 


It is proved that the class of continuous functions without finite one-sided deri- 
_ vative in any point is the complementary set to a set of 1% category of Baire in the 
‚ space of continuous functions. This gives the affirmative answer to a problem of Stein- 
| haus who proved an analogous result but by some general theorems of the functional 
‚ ealeulus and only for the continuous functions without finite one-sided derivative 
; almosteverywhere (Studia Math. 1, 81). There follows from the theorem of Mazur- 
| kiewicz a new proof of the existence of continuous functions without finite one-sided 
' derivative in any point. This method cannot however be applied to prove the existence 
' of continuous functions of Besicovitch’s type i. e. without finite or infinite one- 
' sided derivative everywhere. Stanislaus Saks (Cambridge, Mass.). 
) Banach, $.: Über die Bairesche Kategorie gewisser Funktionenmengen. Studia 
' Math. (Lwöw) 3, 174—179 (1931). 
| By a similar but rather simplier argument than that used in Mazurkiewicz’s 
paper “Sur les fonctions non-derivables” in the same vol. of “Studia Math.”, Banach 
gives a very elegant proof that the class of continuous functions f(t) for which 
h>+0 


en 
everywhere, is the complement to a set of 1% category of Baire in the space of con- 
tinuous functions. The condition (*) may be replaced by 


rt 10) 
h, 


lim sup 

2p>o 
‚ where {h,} denotes an arbitrary given sequence of positive numbers converging to 0. 
 $2 contains an abstract theorem about a certain class of functionals which may be 
‚ considered as a general base for the above result and many similar ones. Saks. 


= 00 


| Kaezmarz, $.: Integrale vom Dinischen Typus. Studia Math. (Lwöw) 3, 189—199 
|: (1931). 

| /(x) sei stetig und habe die Periode 1. Unter einem Integral vom Dinischen Typus 
‚ wird ein Integral verstanden von einer der Gestalten: 


5 „fee di, netten, a [|ersrsie=n-ane 


oder eine analoge Form ohne Modulzeichen. Es wird gezeigt, daß es Funktionen gibt, 
für welche die Integrale a), b) bzw. c) für jedes x den Wert +oo annehmen, und daß 
diese Funktionen eine Menge von der zweiten Kategorie im Raume aller stetigen Funk- 
tionen bilden. Außerdem wird bewiesen, daß auch die Menge der Funktionen, für welche 


1 1 
era [URS Ur? 
h h 


di 


lim sup 
h>0 


‚ bzw. limsup 
h>0 


für jedes © unendlich ist, von der zweiten Kategorie ist. Beim Beweise benutzt der 
Autor einen in demselben Bande der Studia Math. 174—179 publizierten Satz von 
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Banach aus der Theorie der Funktionaloperationen. Außerdem führt er auch effektive 
Beispiele von solchen Funktionen an (vgl. vorst. Referat). J. Ridder (Groningen). 

Auerbach, H., und $. Banach: Über die Höldersche Bedingung. Studia Math. 
(Lwöw) 3, 180-184 (1931). 


By an analogous method to that of the above reviewed papers of Mazurkiewicz 


and Banach the authors give exceedingly simple proofs of the following two theorems: 
1.1£w(h)>0(h>0) zen De w(h) = O then there exist continuous functions 
+0 
OEL I) Kor BERTCh everywhere 
’ z(@+h)— el) 
| 


and the class of such functions is the complement to a set of 1% cate- 
gory in the space of functions continuous in the interval (0,1). 2. Let 
H* (0 <a=1) denote the class of functions x(£) continuous in (0,1) and satisfying the 


Hölder condition lat +) — a()|=Rr. ((<t<tth=il) 


= +0 


Then there exist in H* continuous functions x(f) for which 


x(t + h) — x(t) 


lim sup TB 


h>+0 
in any point £ of (0,1) and for every positive <a, and the class of 
such functions is the complement of a set of 1% category (complement 
and category are to be understood here with respect to the metric set H* where the 
distance is defined just as in the space of all continuous functions). The proofs are 
based upon the general theorem of the preceding paper of Banach. We shall remark 
incidentally that the theorem 2 may be generalized as follows: Let u(h), v(h) denote 
two monotonic positive functions defined for h >0, converging to 0 with h and such 


that lim a = ©, limsup—- < oo. Denote by ZH? the set continuous functions 
> 0% h>-+0 (h) 


satisfying the generalized Hölder condition |x(ö+ h) — x(t)| < v(h). Then the class 
of continuous functions z(t) in 4° for which limsup U u 
R>+0 ut) 
point tis the complement of a set of 1% category with respect to H%. Stanislaus Saks. 
Ruziewiez, S.: Ein Beispiel zur Hölderschen Bedingung. Studia Math. (Lwöw) 3, 
185—188 (1931). 
The author gives a new example of a class of continuous functions f(x) satisfying 
everywhere the condition 


= in any 


fa&+h)— f(®) 
el 


’ 


o(h) being an arbitrary given function positive for h > 0 and converging to zero with A. 
The functions f(x) are defined by the trigonometric series cos 3%" 2/3” where &, 


n=1 
are required only to obey the inequalities a) &,41 — &%, > n + 1, b) 9(5/3%) < 1/n - 3”. 
Stanislaus Saks (Cambridge, Mass.). 

Riesz, Frigyes: Sur Pexistence de la derivee des fonetions monotones. Mat. fiz. 
Lap. 38, 125—130 (1931) [Ungarisch]. 

Demonstration directe et el&mentaire du theor&me classique de M. Lebesgue, 
d’apres lequel toute fonction monotone admet, presque partout, une derivee finie et 
determinde. La d&monstration est basee sur le lemme suivant. Soitg(x) unefonction 
continue dans l’intervalle a<x<b ou plus generalement, supposons 
qu’elle y admette les valeurs limites g(£— 0) et g(© +0) et que la valeur 
g9(x) elle-m&öme ne soit inferieure & aucune des deux limites. Alors 
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l’ensemble des x interieurs & (a,b) et tels qu’il existe un > de 
sorte que g(«’') > g(x), est ouvert c’est-äA-dire qu’il se decompose en un 
nombre fini ou une infinite denombrable d’intervalles ouverts et 
disjoints (a,,5;). De plus on aura, pour chacun de ces intervalles, 
9a +0)<g(b;). ' Autoreferat. 

Mazurkiewiez, $.: Sur Pintegrale fessmieZa-ue dt. Studia 
Math. (Lwöw) 3, 114—118 (1931). 0 

Hardy and Littlewood (Proc. Math. Soc. London 24, 211—246) proved that 
there exist continuous periodie functions f(x) with period 1 for which the improper 
Cauchy integral 


u 
DT a 
i 
0 


diverges almost everywhere. Mazurkiewicz proves by a quite different method 
that not only continuous functions for which the above integral diverges exist, but 
moreover that the class of such functions is the complement of a set of 1% category 
in the space of continuous functions with period1.  Stanislaus Saks (Cambridge, Mass.). 


Analysis. 


Pompeiu, D.: Sur les fonetions de deux variables röelles. ©. R. Acad. Sci. Paris 194, 
346—348 (1932). afte) 


Stellt man der Operation en der Funktionen einer Veränderlichen die Operation 


2 
DAfr= FF&Y) ger Funktionen zweier Veränderlichen gegenüber und betrachtet 
0dx0Y 


man die Funktion k(z, y), für welche D’Ik(x, y)}= 0 ist, als der Konstante entsprechend, 
dann entsprechen mehreren Sätzen der Funktionen einer Veränderlichen analoge Sätze 
für Funktionen zweier Veränderlichen. — So zeigt Verf., daß dem Mittelwertsatz der 
folgende Satz entspricht: „Ist f(x, yJ)ineinem Rechtecke Rstetig, dann existiert 
ım R ein Punkt (a, b) derart, daß fft« y) dx dy=[ [ka,(, y) dzdy ist, wo 
R R 4 
ka, (&, Y) = x, b) + f(a, y) — f(a, b) ist.“ — Ist hingegen D’{f} = ee —0, dann 
kann man den Punkt (a, b) in der Mitte des Rechtecks R nehmen, was den linearen 
Funktionen entspricht. Karamata (Beograd). 
Aumann, Georg: Eine gewisse Verallgemeinerung des Rolleschen Satzes auf kom- 
plexwertige Funktionen. J. London Math. Soc. 7, 6—9 (1932). 
Es wird der folgende Satz bewiesen: Es sei die komplexwertige Funktion f(x) in 
—l1<x=<1 zweimal stetig differentiierbar, f(—1) = f(1) = 0. Dann ist die untere 


kleiner oder gleich Max | If|. Ist / reell, so folgt die Existenz einer 


72 
Grenze von En 


Nullstelle von f, also der Rollesche Satz. Die Voraussetzungen können noch etwas 
eingeschränkt und Max|/f| kann durch eine im allgemeinen kleinere Zahl ersetzt 
werden. Jedoch kann schon in der obigen Form das Gleichheitszeichen eintreten. 
Die Behauptung folgt leicht aus folgendem Hilfssatz: I’ sei eine ebene geschlossene 
Kurve, die höchstens eine Ecke, sonst eine stetige Tangente und stückweise stetige 
Krümmung hat. Dann ist die untere Grenze der Krümmungsradien von /' kleiner 
oder gleich der halben Dicke von J' (minimaler Abstand paralleler Stützgeraden). 
W. Fenchel (Göttingen). 

Miller, Norman: Some extensions of the Schwarz-Stieltjes theorem of mean value 
and some consequences deduced therefrom. Trans. Roy. Soc. Canada III Math. Sci., 
TII. s. 25, 195—204 (1931). 

Im ersten Teile wird der von T. Hayashi [Tohöku Math. J. 28, 83—86 (1927)] 
verallgemeinerte Schwarz-Stieltjessche Satz: „Sind f;(z), (x), «= 0,1,2,3,...,n, und 
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ihrenersten Ableitungenin (a, b)stetigunda<u, _ ,<mu=b, k=1,2,...,n, 
dann existieren n Werte &,,k=1,2,...,n derart, daß 


KZEAT BETT (Co = 0) 


und u. <4,<o, a <<, k=2,3,...,n ist.“, betrachtet, und daraus 
einige Spezialfälle abgeleitet; insbesondere die Lagrangesche Interpolationsformel 
mit dem Restglied. — Im zweiten Teile ist ein analoger Satz gegeben, der sich mit 
derselben Methode wie der vorstehende beweisen läßt, und aus ihm einige weitere 
spezielle Mittelwertsätze abgeleitet. — Der dritte Teil enthält die Hauptresultate, 
welche aus den vorigen Sätzen durch Grenzübergänge 4,8, k=0,1,2,...,pP=zn 
entstehen; der wichtigste unter ihnen ist eine Verallgemeinerung der Taylorschen 
Formel auf mehrere Funktionen und Punkte. Karamata (Beograd). 

Podtiaguine, N.: Sur P’ordre de regularit& de la eroissance. Ann. Mat. pura ed appl., 
IV. s. 10, 85—120 (1932). 

Die „Ordnung des Wachstums“ (ordre de croissance) einer Funktion y(z) in bezug 
auf y,(z), welche Bortolotti [Bend. d. R. Acc. d. Lincei 17 (5a), 244—245] durch den 
Grenzwert von %® = ı ‚AL k,c>®,0 <k<oo, definiert hatte, wird folgender- 


& 
maßen erweitert: Sei ; a a (n=12,3,...,0 
n—1 J: . 
so ist die Ordnung des Wachstums der Funktion y(x) in bezug auf y,(x) gleich @"k, 
wenn , >, i=0,1,2,...,n— 1, m,—>k, £—00, sie ist hingegen gleich kw -*, wenn 
die Ordnung des Wachstums von y,(x) in bezug auf y(x) gleich ©"% ist. — Weiter 
wird eine Funktion y(z) „regulär wachsend erster Ordnung‘ genannt, wenn ihr Grad 
des Wachstums in bezug auf x gleich »”k, oder k, oder kw” ist. Sie wird hingegen 
regulär wachsend n-ter Ordnung genannt, wenn yÜ-Vd > 0, für jedes x > 0, ist und 
6-2) 0 
en 
des Verf. [Annali di Mat., IV. s. 5 (1927—1928); C. R. 185, 493 (1927)] wird hier die 
Untersuchung der Eigenschaften der so definierten Ordnung des Wachstums und der 
regulär wachsenden Funktionen weitergeführt. Karamata (Beograd). 
Pompeiu, D.: Le theor&me des accroissements finis et les fonetions holomorphes. 
Bull. Math. et Phys. Ecole polytechn. 2, 155—159 (1931). 
Der Mittelwertsatz 


>, >89, für @=2,3,...,n. — Anknüpfend an die früheren Arbeiten 


f (2,) En I) si ü (22) (I) 


A TTRg 


ist für analytische Funktionen /(z) umkehrbar, d.h., wenn f’(2,) gegeben ist, kann 
man immer in der Nähe von 2, zwei solche Punkte 2, und 2, finden, daß (I) erfüllt 
wird. — Dieser Satz, den Verf. schon früher [Sitzgsber. Akad. Wiss. Wien, Math.- 
naturwiss. Kl. 120, 1249—1252 (1911)], ausgehend vom Spezialfall f’(z,) = 0, bewiesen 
hatte, wird hier in einer direkten Weise bewiesen. Karamata (Beograd). 

Cotton, Emile: Sur les intögrales döpendant de paramötres variables. C. R. Acad. Sci. 
Paris 194, 335—337 (1932). 

L’auteur donne des conditions pour que les fonetions Z;(uw,v) = 1,2) 


b(u,v) 
I, (u, ®) — (fl; u,v)dx; I, (u, ®) SR; y,u,v)dcdy (X, y, u, v reels) 
a(u, v) ; S(u, v) 


soient analytiques. /, est analytique au voisinage de (u,, v,) si l.a et b sont ana- 
lytiques en (u,, v,), 2. f est analytique dans un D contenant un segment Ö de la droite 
A, dont (u,,v,) est la projection 3. ö contient Öd’:a (u,,v,)<x=<b(u,,%,). La 
frontiere de S(w, v) est composee d’un nombre fini d’arcs de courbes 0, G=1,...,x) 
definies par O= 9,(2, y,u,v) (9, analytique). f est toujours supposee analytique. I, est 
analytique en (0, 0) si 1. iln’y a pas contact entre deux arcs de la frontiere de 8 (0, 0). 
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2. Tous les points d’un are sont simples. 3. Par un sommet de la frontiere de S.(0, 0) 
passent seulement deux O,. L’auteur indique (pour un seul paramötre et une integrale 
double) l’influence de singularites apparaissant dans la frontiere. AMandelbrost. 

Jessen, Borge: Bemerkungen über konvexe Funktionen und Ungleichungen zwischen 
Mittelwerten. II. Mat. Tidsskr. B H. 3/4, 84—95 (1931) [Dänisch]. 

Im ersten Teil der Arbeit (dies. Zbl. 2, 388) sind im Anschluß an Jensen 
die Ungleichungen zwischen den transformierten arithmetischen Mitteln A,(f) der 
Funktionen einer Variablen untersucht. Die Übertragung dieser Untersuchungen 
auf Funktionen mehrerer Variablen führt zu neuartigen Fragestellungen. f(x, ..., &%) 
sei eine im n-dimensionalen Einheitswürfel stückweis stetige Funktion. 9;(t), :. ., @(t) 
seien stetige monoton zunehmende Funktionen, die im Wertebereich von f definiert 
sind. Ag, ... A,A%,(f) bedeute: Bildung des mit &, transformierten Mittels in bezug 
auf x, bei Festhaltung der übrigen Variablen, Bildung des mit @, transformierten. 
Mittels der so entstehenden Funktion von %,,..., %, in bezug auf x, usw. Aus den 
Ergebnissen von I folgt leicht: 


ll) Au. kl) 
für jedes dann und nur dann, wenn y, konvexe Funktion von a, fürv =1,..., ist. 
Es wird allgemeiner gefragt: Wann gilt für jedes f 


anne 


Yyn 
wenn Y1,%9,... 9, eine feste Permutation von 1,...,n ist. Als notwendig erweist 
sich hier, daß , konvexe Funktion von 9, ist, falls u = v und falls u > v und w in 
der Permutation v|,...,», vor v steht. Hinreichend sind diese Bedingungen im all- 
gemeinen yeht: wohl aber, wenn man sich auf die Potenzmittel M,, d.h. Mittel A, 


mit 9 = -/ {P-1dt beschränkt. Es gilt demnach 
Mn. UM NDEMr MN), (1) 


falls 9, <q, für die genannten Indizespaare u, v. Beim Beweis hierfür wird neben der 
Jensenschen Ungleichung die Minkowskische Ungleichung 


M,Aı u f,) — M,„ıh) ar M,(fs) 


benutzt, für dieim Anschluß an F. Riesz [Boll. dell’Unione Matem. Italiana 7, 77 (1928)] 
ein einfacher Beweis gegeben wird. In (1) ist übrigens die Minkowskische und auch eine 
bekannte Ungleichung von Hölder als sehr spezieller Fall enthalten. W. Fenchel. 
Geronimus, J.: On a problem of M. J. Shohat. Amer. J. Math. 54, 85—91 (1932). 
d 


The paper gives the polynomial y(x), of degree <n, minimizing F p(x) yedz, 


[27 
and the value of the said minimum, under the following conditions: p(x) is non-negative 
and has all moments in (a, b); the coefficients of y(x) satisty m + 1 given linear relations 


o,(Y) = auly9 tn )/s!]= d;, with real coefficients. Following the method deve- 

lopped a J. Shohat [Trans. Amer. Math. Soc. 29 (1927), see also A. eelesnl 

Bull. Soc. Sci. Cluj 1, 44—59 (1921)], the solution is derived in the form: y(x = yımla), 
=0 


where the polynomials u;(x), of degree n, are such that [ ?(x)u,(r) G,(z)dx = 0 


a 
[@„(2) — an arbitrary polynomial of degree <n], and they; are to befound by means of 
the given linear relations. The u, (x) are further expressed in terms of the orthogonal poly- 
b 


nomials {$, (x; a,b; p)}, also in termsof Appell polynomials [400 (n) ze ?(2) (e— nn. 
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The author reduces the problem under consideration to that of minimizing a certain 
quadratic form under certain auxiliary conditions, and this yields new relations for 
y(x) and the w;(®). The special case ©,(G,) =G@®(n) W=0,1,...,m) leads to 
interesting results for persymmetric determinants involving Appell polynomials. 
J. Shohat (Philadelphia). 
Watson, 6. N.: Some self-reeiprocal funetions. Quart. J. Math., Oxford ser. 2, 
298—309 (1931). ex 
The first part of this paper deals with the series PA nz)’ K,(nz). By means of 


Poissons sommation formula and the formula cosat = rat J _172(at) the following 
relation is established: 


0370422; n.) k,(n2) 


-r5)7b» Helen An B (R«) > 0) 
n=1 


first, for R(v) > 0, secondly, properly modified (by means of analytic continuation) 
for R(v) > M (M— positive integer; v#0, —3,—1,....— M +3), thirdly (by 
a limiting process) for v=0. A certain Hankel transform is given for which F, (x \2r) 
is self-reciprocal. The second part deals formally (without stating the conditions 
Ineiying the Much employed) with functions represented by series of the type 


(1) =: fine), &). (—1)”"! a 2n — le). The main point here is to show (using some 
=1 


N 
eu of Hardy-Titehmarsh) that if the above functions are self-reciprocal in a 
Hankel transform of a certain order, then f(x) satisfies the integral equation 


= il &(xY) f(y) dy, i.e. f(x) is self-reciprocal for a certain kernel (x). The explicit 
ö 


expression of (xy), for both cases (1, 2), is given in terms of Bessel’s functions. 
J. Shohat (Philadelphia). 
Widder, D. V.: On the changes of sign of the derivatives of a funetion defined 
by a Laplace integral. (Dep. of Math., Harvard Univ., Cambridge [U.8.A.].) Proc. 
Nat. Acad. Bor) U.S.A. 18, 112—114 (1932). 


Sei f(x |. e-*!op(t)dt, wo (t) für > 0 stetig ist und ar a existiert; wechselt 


o(t) sein Zeichen für: 0 <t,<t,--- <t, derart, daß in iR Nähe eines jeden Punktes 
t;, o(t) nicht identisch Null ist, ee hat j@ (x), für genügend großes k, genau n Zeichen- 
wechsel: 5, > 2, > 2, >: > m, und z/k>1/t,,i=1,2,...,n,k>o. — 
Hat hingegen o(t) unendlich viele Zeichenwechsel, so wird auch die Anzahl der Zeichen- 
wechsel von f® (2) unendlich mit k. — Der Beweis dieses Satzes wird skizziert und beruht 
im wesentlichen auf: 


(1 -plka) = gr [ee ptlo)dt — Plkld>0, k>o, 
(0) 


gleichmäßig für O<x= oo, was Verf. durch Approximation der Funktion @(t) durch 
Polynome von e-* beweist. Karamata (Beograd). 
Doetsch, Gustav: Ein allgemeines Prinzip der asymptotischen Entwicklung. J. £. 
Math. 167, 274—293 (1932). 
Verf. bemerkt erstens, daß Asymptotik sich mit dem Verhalten einer Funk- 
tion in der Umgebung einer singulären Stelle befaßt, zweitens, daß lineare Funk- 


tionaltransformationen [Beispiele: Laplace: L(P) = [et F(t) dt; Stieltjes: 
ö 
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S(P) = [Fi di/(s + 1); Abel: Alay,...,%,...)= 22"; F(t),a,,..., a, sind Ober- 
0 


funktionen, L(F), S(F), A(a},.--,@n,...) sind Unterfunktionen] in diesem eine Rolle 
spielt, weil ein Zusammenhang zwischen den Singularitäten der Ober- und Unter- 
funktionen besteht. Diese Beobachtungen führen zur Aufstellung des folgenden all- 
gemeinen Prinzips: „Anstatt das Verhalten einer Funktion zu studieren, kann man auch 
das ihrer Ober- bzw. Unterfunktion untersuchen und hieraus Rückschlüsse auf die 
ursprüngliche Funktion ziehen.“ Ausführlicher stellt Verf. drei Methoden der Asym- 
ptotik auf, indem er behauptet: Man erhält Auskunft über das Verhalten einer Funktion 
in der Umgebung einer Singularität, indem man a) die Funktion als Unterfunktion 
in einer Funktionaltransformation annimmt und einen Satz anwendet, welcher das 
Verhalten der Oberfunktion in der Nähe von Singularitäten mit demjenigen der Unter- 
funktion an einer gewissen singulären Stelle verbindet (Abelsche Asymptotik, man 
vergleiche Abelschen Satz, Konvergenz von 2a, hat Stetigkeitseigenschaften von 
2a,„2" an 2—= 1 zur Folge); b) die Funktion als Oberfunktion annimmt und einen Satz 
anwendet, welcher das Verhalten der Unterfunktion an einer singulären Stelle und 
zusätzliche Eigenschaften der Oberfunktion mit dem Verhalten der Oberfunktion 
an einer singulären Stelle verbindet (Taubersche Asymptotik, man vergleiche Tauber- 
schen Satz: Stetigkeit von 2a„,2” an z2= 1 und na„— 0 ergibt Konvergenz von 2a,); 
c) die Funktion F als Oberfunktion von T annimmt und die Methode a) auf die Inverse 
I-! anwendet, wenn T-!(TF)=F (indirekte Abelsche Asymptotik). Verf. gibt 
Beispiele der Methoden a) und b), indem er die Laplace-Transformation L(F) zugrunde 
legt. Typischer Satz: Die Oberfunktion F(t) sei in jedem endlichen Intervall rechts 
von O eigentlich integrabel, L(F) sei für s= s, und damit für As > Rs, absolut kon- 
vergent. Ist F(t) v Bi? (B beliebig,  >—1), wenn ti durch reelle Werte gegen 0 
strebt, so gilt L(F) > BI’(# + 1)/s®+1, wenn s ineinem Winkelraum: |args| << r/2 
gegen oo strebt. Als Methoden des Typus c) führt er an: die Methode von Darboux 
(Stetigkeit von 2a„2* auf dem Konvergenzkreis ergibt r”a,„—0); Methode von Haar 
(analog der Darbouxschen für die Laplace-Transformation) und Methode von Mellin 


oo 


(auf Grund der Transformation 21o(2).d2). Hildebrandt (Ann Arbor). 


0 

Levy, Paul: Sur les series dont les termes sont des variables &ventuelles ind&pendantes. 
Studia Math. (Lwöw) 3, 119—155 (1931). 

Vollständige Darstellung von Resultaten, über deren Voranzeige in den Comptes 
Rendus in diesem Zentralblatt bereits referiert worden ist (vgl. dies. Zbl. 1, 149—150). 
Die Abhandlung erhält aber auch viele neue Ergebnisse, die an die früheren anschließen. 
Zur Durchführung seiner Untersuchungen braucht der Verf. außer den üblichen Hilfs- 
mittel zwei neue Funktionen, welche mit dem Verteilungsgesetz einer zufälligen Vari- 
ablen x verbunden sind: dieKonzentrationsfunktion = f()=supP(«' <x <a”), 
x’ — x =1, wobei P die Wahrscheinlichkeit der eingeklammerten Ungleichung be- 
deutet, und die Dispersionsfunktion @(&) = 1, welche als Umkehrung von f({l) 
definiert ist. A. Kolmogoroff (Moskau). 

Abrameseco, N.: Sur la determination des fonctions holomorphes dans des domaines 
donnes. C. R. Acad. Sci. Paris 194, 163—166 (1932). 

L’auteur se propose d’etablir le domaine de convergence des series IA, P„(x) 


ou 3 An P.(x) + | ‚ ou les P„(x) sont les polynomes introduits par M. Faber 


[Math. Ann. 57 (1903)]. Les resultats obtenus ne paraissent pas &tre essentiellement 
nouveaux (voir aussi P.Montel, Lecons sur les series des polynomes & une variable 
complexe 1910, 76—92). — Ensuite, un probl&me analogue relatif aux polynomes 


ame! BET NRER.? . 
4 1) est considere, sans que d’ailleurs 
n 


P„(x) de Laguerre (sous U’hypothese 


les Enonces soient suffisamment precis. W.Gontscharow (Charkow). 
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Leja, F.: Sur le domaine de convergence des series de polynomes homogenes. C.R. 
Acad. Sci. Paris 194, 432—434 (1932). 

En se basant sur des theor&mes &tablis par l’auteur dans deux Notes pr&cedentes 
(vgl. dies. Zbl. 2, 336; 3, 6), on generalise un theor&me de M. Hartogs [Math. Ann. 62, 
72 (1906)] de la maniere suivante: Si la serie 


Pula, Yy) EHRE Fir nase tn An Zr a“ 41nY") (1) 


converge lorsque |e — a|=r, |y—b|l=s (r>0, s> 0), elle converge uniformement 
dans le voisinage de chaque point du domaine |e— al <r,|y—b|<s. Si (1) con- 


verge sur une courbe continue x(t), y(t) (0 <t<<1) telle que la courbe z= = (0<t<l) 


contienne un arc de longueur positive, cette serie converge uniformement dans un 
voisinage de = y=0. En particulier le domaine de convergence de (1) est d’un 
seul tenant. Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 

Kantorovit, L.: Sur la convergence de la suite des polynömes de S. Bernstein en 
dehors de l’intervalle fondamental. Izv. Akad. Nauk 8.S.8.R., Otdel. mat. i estest. 
Nauk, VII. s. Nr 8, 1103—1115 (1931) [Russisch]. 


On sait bien que la continuite d’une fonction f(x) sur le segment (0,1) ne suffit 


pas pour qu’elle puisse &tre developpee en une serie de polynomes orthogonaux, tels 


que les polynomes de Legendre, de Tchebycheff et autres. Or, en se servant des 


N 
proprietes connues des sommes binomiales 07 2”(1— x)""*, M.S. Bernstein a 


m=O 


&tabli que toute fonction f(x), continue sur le segment (0,1), peut &tre approximee 


% ER . . 
d’une maniere uniforme par la suite des polynomes 


<) ". (=) Cara — 2% 
m=0 7 


[Comm. Soc. Math. de Kharkow (2), 13 (1912)]. — Dans le present article, cette distinc- 
tion entre la convergence des deux classes de series polynomiales est approfondie par 
un resultat nouveau et important: si la fonction f(x) est analytique sur un segment 
(A1,%) Oh <A,=l), la suite P,„(x) converge vers f(x) non seulement sur ce 
segment, mais aussi dans un certain domaine complexe dont il fait partie. D’ailleurs, 
(x) etant supposde analytique sur tout le segment (0,1), la region de convergence 
de la suite P„(x) est au moins aussi grande que celle ou convergent les series des poly- 
nomes orthogonaux (ellipse de foyers O et 1 & l’interieur de laquelle f(x) est reguliere). 
W.Gontscharow (Charkow). 

MaeRobert, T. M.: Fourier integrals. Proc. Roy. Soc. Edinburgh 51, 116—126 
(1931). 

Es werden der Fouriersche Integralsatz: „Aus f e!ep(o) de = f(A) folgt 


TEE P<r <a, 
ei 0, pn 


der Fourier-Besselsche Integralsatz: ‚Aus /(}) = [pi (0) J„(Ao)oede, O<p< gLolgt 


jr@ EN | An: P<r<a, 
0, Le <Sp reg, 


und weitere analoge rn betrachtet, und es wird gezeigt, wie sich diese [unter 
Voraussetzung, daß f(z) und @(z) analytisch sind, die vorkommenden Integrale kon- 
vergieren und die Umkehrung der Reihenfolge der Integrationen erlaubt ist] durch 
Residuumrechnung ausführen lassen. Karamata (Beograd). 
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Karamata, J.: Sur le rapport entre les eonvergences d’une suite de fonetions et 
de leurs moments avee application A P’inversion des proc&des de sommabilite. Studia 
Math. (Lwöw) 3, 68—76 (1931). 

Das Hauptergebnis dieser Arbeit ist der folgende schöne Satz, der an wichtige 
Sätze von F. Riesz über lineare Funktionale anknüpft: Es sei ©, (x), n=1,2,3,..., 
definiert für O<x=1, und es seien für jedes n 

%(0)=0, (1) 
lim min [&.(t) — &n(@)] > —w(), (2) 
n>X9 
m VEIT EZSTETNN< und Aclepehe wenn A—1. Wenn außerdem für 
jedes#—= 0,1,2,... 


lim n t*d[a„(t)] = ! "dl (t)], (3) 
n>X0 
so ist lim &,(2) = &(e) (4) 


in jedem Stetigkeitspunkte von & (x). Der Verf. beweist auch ähnliche Sätze, in denen 

(2) für 2 <t<x-+ h gelten soll und die entsprechende Funktion w(h) > 0, wenn 

h—0. Ferner kann (1) durch an (v) 
„(l) = 


ersetzt werden, und dabei braucht (3) nicht für k = 0 gelten. Endlich wird eine weit- 
gehende Verallgemeinerung eines bekannten ‚‚Tauberian theorem‘ gegeben, das auf 
Hardy und Littlewood zurückgeht. Hille (Princeton, N. Y.). 
Obrechkoff, Nikola: Sur une generalisation de la sommation de Mittag-Leffler. 
€. R. Acad. Sci. Paris 194, 353—355 (1932). 
Soit 9(x) une fonction non decroissante, > )>0(2>0),9(0) = 0,lım p(x) = 
= 


(2 + a) 
p(%) 


Um BRD 
„Ten tp+l) 


et telle que lim — z Zack (&>0) converge pour 


= 


chaque x et si lim re few 9(x—1) li ’auteur dit que Sun est sommable 
ö 


(EB,o) avec la somme s. Cette sommation possede les proprietes habituelles de con- 
vergence. Citons les theor&mes suivants: Si ee est sommable (EZ, ) avec la somme 
set So, sommable (EP:, 1») avec la ae alors Dior (un = Un +: + Wo) 
est Po (E?,t) avec la somme st|q = max m, PP +Pı - +1), t(e) 


= -[ ol) y(z— t) ı) En introduisant la sommabilite absolue | #2 | de Sul ' |u(e)|d 
0 0 


N l’auteur generalise le theoreme des Mertens. 
Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 
Rey Pastor, Julio: Un mötodo de sumaecion de series. Rend. Cire. mat. Palermo 
55, 450—455 (1931). 
Vgl. dies Zbl. 2, 242. 


Integralgleichungen: 

Blumenthal, L. M.: Note on Volterra and Fredholm produets of symmetrie kernels. 
(Rice Inst., Houston, Texas.) Bull. Amer. Math. Soc. 37, 891—900 (1931). 

K,(&, y) und K,(z, y) seien zwei stetige symmetrische Kerne in einem endlichen 
quadratischen Bereich a«<&<xr=<b, a<y=b. Unter dem Volterraschen Produkt 


' von K, und K, versteht man den Ausdruck 


Y 
K,R,=- [Kı@, t) Kz(t, y) di. 


© 
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Verf. stellt sich die Frage, wann dieses Volterrasche Produkt selbst wieder eine sym- 
metrische Funktion ist. Es wird gezeigt, daß dies dann und nur dann der Fall ist, 
wenn eine der beiden Funktionen K, identisch verschwindet, falls über X, und K, 
gewisse Differenzierbarkeitsvoraussetzungen gemacht werden. — Unter dem Fred- 
holmschen Produkt zweier stetiger symmetrischer Kerne versteht man den Ausdruck 


b 
KR, — [K,(a, t) Kalt, y) dt. 
a 


Es wird vorausgesetzt, daß die beiden symmetrischen Kerne nur eine endliche Anzahl 
von charakteristischen Wurzeln besitzen mit den zugehörigen Eigenfunktionen 9; 
bzw. y,. Damit unter dieser Voraussetzung das Fredholmsche Produkt symmetrisch 
ist, ist se und hinreichend, daß die Pe 


Ina 2) pt) Y(t) yy(y) dt = Im Yy) Pt) y(l) Ye) dt 


für alle N Y; und %, besteht. U. Wegner (Darmstadt). 
Sretenskij, L.: M&moire sur les &quations de M. V. Volterra. Mat. Sborn. (Moskva) 
39, H. 3/4, 1—42 (1931). v 
The author considers Volterra’s integral equation (1) 9(2)= Y K(x,s) g(s)ds+ f(x) 


. L3 
in the complex domain. By using the method of majorants, he proves in the first place 
that: (a) If K(x, s) and f(x) can be expanded in power series in x, s convergent for 
«|, |s|<r, then (1) admits of a unique solution (analytic in |x|<r) whose power 
series expansion also converges in |x|</r. In the case where f(x) has a pole = «a 
of order m in the circle above, it is proved: (b) Equation (1) admits of a solution of the 
form 9(z) = A(x) log(x — a) + &(x) where A(x) is analytic, and &(z) has a pole 
&(®, 8) 
% 


5 where &(z, s), n(x, s) are entire 


of order <m at ©—=.a. In the case K (x, s) = 


functions and (x, 0) = 0 has a solution 2 = a, a sketch of the proof is given for the 
statement. (c) Equation (1) admits of solution of the form 


Pla) = Ayl®) + A1la) log (0 — a) + Ay(e) log’(z — a), 
where A,(«) is analytic at <= a, while A,(x), A,(x) have poles of order <n, if n is 
the multiplicity of the root = «a of n(@,0). The cases K (x, s) = L(x, s) (« — a)”, 
M (x, s) (s — a)", m integer > 0, are investigated next, L, M being analytic at x,s= a. 
The second case can be reduced to the first by a simple change of the unknown function, 


7 
and it can be assumed that a = 0. The equation (2) &”[p (x) — @(2)]= | L(x, s) @ (s)ds 
q P n p 


% 
is dealt with, instead of (1) the path of integration being a loop around 0, starting 
at x and returning there. By using method of absolutely convergent infinite deter- 


minants the existence of solutions of (2) of the form @(x) = x? D)o,;x? is proved. The 


possibility of existence of solutions of the same type, and of another type, containing 
logarithms, for the equation (1) is stated, for some special choises of f(x), which, however, 
are not specified precisely. Analogous results are obtained for some more complicated 
singularities of the kernel. The proofs in several places are merely sketched or difficult 
to follow, and misprints are abundant. J. D. Tamarkın (Providence, R.]1.). 

Neumann, Ernst Richard: Über die Hauptkerne von Integralgleichungen. J. £. 
Math. 167, 390—398 (1932). 

Bei einer eingehenden Untersuchung der Integralgleichung mit unsymmetrischem 
Kern in der Umgebung eines Eigenwertes spielt die Zerlegung des Kernes K(s, ?) in 
den Hauptkern und den Restkern eine große Rolle. In der vorliegenden Arbeit wird 
die Struktur des Hauptkernes ohne Benutzung tieferer Hilfsmittel der Integral- 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
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gleichungstheorie untersucht, vor allem ohne Heranziehung der Elementarteilertheorie. 
Aus der Fredholmschen Theorie wird nur die Erkenntnis benutzt, daß der lösende Kern 
(Resolvente) eine meromorphe Funktion des Eigenwertfaktors A ist. Setzt man den 
Hauptteil und das absolute Glied dieser meromorphen Funktion an einer Polstelle 
in die Funktionalgleichungen des lösenden Kernes ein, so erhält man durch Koeffizienten- 
vergleichung zwei Sätze von Integralgleichungen für die Bestandteile des Hauptkernes, 
deren eingehende Diskussion (zum Teil nach zweckmäßiger Linearkombination) dann 
den gewünschten Einblick in den Aufbau des Hauptkernes liefert; im Falle eines mehr- 
fachen Poles treten gewisse Unbestimmtheiten auf, über die man wohl nur durch die 
Elementarteilertheorie Auskunft erhalten kann. Rudolf Iglisch (Aachen). 

Wiener, N., und E. Hopf: Über eine Klasse singulärer Integralgleichungen. Sitzgs- 
ber. preuß. Akad. Wiss., Phys.-math. Kl. H. 30/32, 696—706 (1931). 

Verff. betrachten die Integralgleichungen 


oo 


I) = [K(® — y)f(y)dy, () 
Ö 
wobei K(x) für groBe.) wie eine Exponentialfunktion von |x| klein wird. — Als Hauptsatz 
erhalten sie das folgende Theorem: ‚Ist 2 n die immer endliche Anzahl der in ihrer Vielfachheit 
gezählten Nullstellen der Funktion +00 ek 
1—- [K*(a)e"d« K*(x) = K(|«|) 


im Streifen | R(u)|< «a <1, so ist die Maximalzahl der linear unabhängigen Lösungen von (1) 
mit f(x) = O(e'**+?*) und beliebigem ö > 0 genau gleich n. Die Lösungen haben die Form 
fx) = 3 Qlx) e”**= + O(e-#2), 
wobei u* eine der obigen Nullstellen bedeutet und Q(x) ein Polynom ist, dessen Grad kleiner als 


die Vielfachheit von «* ist; ß ist eine Zahl mit « < ß < 1 derart, daß die Streifen x < R(u)<ß, 
—& > R(u) = —P keine Nullstellen enthalten.“ — Beweis: Man schreibt (1) in der Form 


+00 
92) = ie) - [Kia Wflw)dy (2) 
tx) =.0% EAN g() = 0, >(0,, 
wobei g(z) für & < 0 durch die rechte Seite in (4) definiert ist. Es werden dann die Laplace- 
Transformierten von K und den als zunächst existierend vorausgesetzten f und g gebildet: 
+ + oo +00 
Du) = [Ha)erde, vw) [gla)edz,  x(u)= [K(a)eda 


mit 


und deren funktionentheoretisches Verhalten untersucht. — Aus der Mellinschen Umkehrformel 
erhält man für f(x) eine Integraldarstellung. Von f(x) wird gezeigt, daß es wirklich Lösung 
von (2) ist. Aus dieser Integraldarstellung ergibt sich dann in bekannter Weise durch Ver- 
rücken der Integrationsgrenze eine asymptotische Darstellung für die Lösung f(x). Die An- 
wendbarkeit der Mellinschen Integralformel verlangt einige Hilfsbetrachtungen über die Funk- 
tionen ®(u) und y(w), von denen gezeigt wird, daß D(u) in der Halbebene s < — «x regulär 
und in jeder Teilhalbebene beschränkt ist, wobei s—= —« die Abszisse der absoluten Konver- 
genz von ®(u) ist. Ebenso ist y(w) in der Halbebene s> —1 regulär und in jeder Teilhalb- 
ebene beschränkt. Wendet‘man auf (2) die Laplace-Transformierten an, so bekommt man 
eine Beziehung zwischen y und ® in der Form 
r(u) = Blu) (1 — xm). 

Um dann weiter aus der Integraldarstellung von f(x) die asymptotische Entwicklung zu er- 
halten, hat man die Pole der Funktion ®(u) in einem gewissen Streifen oder, was auf dasselbe 
hinauskommt, die Nullstellen der Funktion 1 — x(u) zu untersuchen. Verff. beweisen dann 
den folgenden, für diese Untersuchungen fundamentalen Satz: „In jedem Streifen |s| < #(# <1) 
besitzt die Funktion 1 — x (u) höchstens endlich viele Nullstellen. Bezeichnet man dieselben 


mit %, Up, ..., Um, So läßt sich 1 — x (u) im Streifen |s|< ß in der Form 
oe ’I 2 
N \ (u — u,) 


darstellen, wo o, (u) in der Halbebene s> —ß, o_(u) in der Halbebene s< + regulär und 
nullstellenfrei ist. Die Beträge 


o_(u)w ?® 


’ 


| m 


o,(uw*® 
20* 
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sind für genügend großes |4| in den erwähnten Halbebenen zwischen positiven Schranken 
gelegen; k ist hierbei eine durch X(x) wohlbestimmte ganze Zahl. Für einen symmetrischen 
Kern, K= K(|x|), ist x(u) = x(—u), m gerade, m = 2n, und k=0.‘“ Für die Milnesche 
Integralgleichung vom Typus (1) mit dem Kerne 


ergibt sich sofort die Existenz und die Eindeutigkeit für Lösungen der Form f(x) =O(e**) 
mit festem, sonst aber beliebigem « < 1, in der Gestalt 

fe) =2+0@+0(e-(1-9)z) 
mit beliebigem 6 > 0. — Die Existenz und die Eindeutigkeit für positive Lösungen hatte 
E.Hopf bereits in früheren Arbeiten gezeigt. Wegner (Darmstadt). 


Robert, Jean-Pierre: Sur des generalisations d’une &quation integrale singuliere de 
M. H. Lebesgue. C. R. Acad. Sci. Paris 194, 242—244 (1932). 

In einem gewissen Voraussetzungen unterworfenen ebenen Gebiet D sei e(P) 
der Radius des größten noch ganz in D liegenden Kreises CO, um P. Mit Hilfe der Methode 
der sukzessiven Approximationen wird gezeigt, daß die Integralgleichung 


u(P) + o®v(P) = ze Jemdon 


[v(P) beschränkt] eine und nur eine Lösung u(B) besitzt, die auf dem Rande von D 
vorgeschriebene Werte annimmt. Lineburg (Göttingen). 

Liechtenstein, Leon: Bemerkungen über belastete Integralgleiehungen. Studia Math. 
(Lwöw) 3, 212—225 (1931). 

In einer in der Math. Z. erscheinenden Untersuchung des Verf. über die Gestalt 
der Erde kommt eine zweidimensionale lineare belastete Integralgleichung zweiter Art 
vor. Es ist vorauszusehen, daß diese Gleichung mutatis mutandis der Fredholmschen 
Theorie zugänglich bleibt, doch ist dabei einige Vorsicht geboten. Um für die erwähnte 
Anwendung eine gesicherte Grundlage zu erhalten, werden hier alle Einzelheiten 
durchgeführt. Wintner (Baltimore). 

Rust jr., W. M.: Integral equations and the eooling problem for several media. 
(Rice Inst., Houston, Texas.) Amer. J. Math. 54, 190—212 (1932). 

Verf. beweist für die verallgemeinerte Abelsche Integralgleichung 


t 
[1 + Ku, Ya — 12 Jul) di = ti) 


(Kt, U) — t'), OK(t, v’)/OV' sind beschränkte, totalstetige Funktionen von t, gleich- 
mäßig für jedes ?’ < t, und summierbare Funktionen von ?’; f(t) ist ebenfalls beschränkt, 
totalstetig) die Existenz und die Eindeutigkeit, bis auf eine Nullmenge, der Lösung 
u(t). Das wird erhalten durch Zurückführung auf eine Volterrasche Integralgleichung 


t 
zweiter Art mit beschränktem Kerne für die Funktion / u(t)di. Es wird dann das 


(0 
folgende Problem der Wärmeleitung betrachtet: eine Funktion u,(%,t) im Streifen 
—m=x%=<m, und eine Funktion u,(z,t) in den Streifen -I<r <—m, mzı=<!| 
(l evtl. unendlich) zu bestimmen, welche die partiellen Differentialgleichungen 
2u,/0— adu/dt=0, u/|da? — BP Ow/dt—0 
befriedigen, und den Grenzbedingungen 
img = Im, =0c, Im'u- Im," Iim®% ya a “ ,Ou,/Oz, 
t=0+ t=0+ a=m—0 „ g=m+0 z=m—0 
lim %, = f(t) (falls I endlich), lim Ou,/öx=0 (falls I N 
a=1—-0 = 
unterworfen sind, wobei c,, Ca, kı, k, Konstanten, f(t) eine stetige Funktion mit be- 
schränkter Ableitung bedeutet. Die Eindeutigkeit einer Lösung, die sehr allgemeinen 
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Regularitätsbedingungen genügt, wird durch direktes Verfahren ermittelt, während 
die Existenz einer solchen Lösung sich auf ein System von Integralgleichungen der 
eben betrachteten Art zurückführen läßt, also ebenfalls bewiesen wird. Es wird endlich 
auf die Möglichkeit von Verallgemeinerungen der erhaltenen Resultate kurz hingewiesen. 
@. Oimmino (Napoli). 


Differenzengleichungen und andere Funktionalgleichungen : 

Baidaff, B. I.: Sequenzen von Zahlen, die sich aus einer linearen homogenen Rekur- 
sionsformel berechnen. Bol. mat. 4, 137—140 (1931) [Spanisch]. 

Es sei ug, Us... ., Um»... eine Zahlenfolge mit der Rekursionsformel 

Um Ay Um-ı tr lgUm-at 4 m Um-n- (m=n,n+l,...) 
Der Verf. sucht eine stetige und nach Taylor entwickelbare Funktion y(t), die die 
Eigenschaft hat, daß y(0), y’(0),...,y®(0),... die gegebene Zahlenfolge liefern. 
Diese Funktion genügt dann der Differentialgleichung y®) — a, yrd— ... — a,y=0 
mit der charakteristischen Gleichung »* — a,7""1— ... — „,=0. Sind ihre Wurzeln 
71,793. ..,7n, So ist das allgemeine Integral O, eı! + O,er:! + ... + (et, Also ist 
Um = y9) (0) = Or + Or? + --- +0,72 (m= 0,1,2,...). Die Werte der Kon- 
stanten C sind aus den ersten n dieser Gleichungen zu berechnen. Auf diese Weise 
wird die Verbindung mit der Lehre von den linearhomogenen Differentialgleichungen 
hergestellt. Es folgen noch Anwendungen auf die Zahlenreihe von Fibonacci u.a. 
L. Schrutka (Wien). 

Thiruvenkatacharya, V.: On some properties of the zeta function. J. Indian 
Math. Soc. 19, 92—96 (1931). 

The paper deals with the solution B_,(x) of the difference equation 


4e@)=fa@a+l) —- fa)=—yarııı, VER 


and its application to Riemann’s Z-function [among other results, we note: 
MB laydz= &(y+1)]. The discussion follows closely that of Nörlund [Acta 
i 


Mathematica 43, 121—196 (1922), also, idem, Differenzenrechnung, pp. 18—36], 
who made a study of (1) for y<0. Perhaps the condensed form of this paper accounts 
for the fact that the results are in places given without proper explanation and thus 
seem to need further justification. Thus the author does not state that his object 
is the „Hauptlösung“ of (1) (the existence of which follows from the results of Nörlund, 
— Differenzenrechnung, Ch. III), with the important property B/_,(00) = 0, which, 
combined with B_,(00)=0 (see below), is necessary to justify the fundamental 
relation: B_,(x) = — yB_,-,(e): (1) gives further: B_,(0)— B_,()=—-yly-+1). 
Hence, it is evident that we can define B_,(x) as such a solution of (1), for which 
B_,(oo) = 0 [or, which is the same, B_,(1) = yZ(y + 1)]. (The proof of this property 
given by the author is incorrect.) The same incompletness one finds regarding the 
analytic character of B_,(@+ h), and the substitution of A=1 in its Taylor ex- 
pansion. Finally we note that the proof of k = 0 in the relation 


DIET. + .) = n!+’B_,(ne) + k 
s=0 


is accomplished not by differentiation, but byintegration (between the limits vand &+1). 
J. Shohat (Philadelphia). 
Pincherle, S.: Sopra uno speeiale operatore lineare. II. Atti Accad. naz. Lincei, 
Rend. VI. s. 14, 237—243 (1931). 
This second note on a special linear operator (for I, see this Zbl. 2, 30) studies 
operators P permutable with an operator @ defined: Q(&,) = 0, I&,) = kn&n-ı. 
It is found that (a) if P(e,) = &, then &, is a linear combination of Een 6 SE 
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Schicke ee FO eye ee 
P(9,) = «(h) 9, where a( En kn; (d) any two P’s are Me 

with each other. For the I P’s which are of finite order in Q, 1.e. F= = Ian" [R1-- 

the m-dimensional space of zero vectors is found in terms of er roots 2, of 

Sianz? [kı...ky = 0 and the functions 9,,. In particular the solutions of (Q— h)"p=0, 


are found to be linear combinations of @,, U(o,),..., U”"!(@,), where U satisfies 
U —- UQ=1. Hildebrandt (Ann Arbor). 

Pincherle, $.: Sopra uno speeiale operatore lineare. III. Atti Accad. naz. Lincei, 
VI.s. 14, 317—322 (1931). 

The operator I defined I(&,) = (—1)"&„_, lead to the notion of operators R 
semipermutable with respect to Q, satisfyng RQ=—QR. It is found that R,R, 
isa P, RPand P Rare R’s, and that any R is expressible in the form I P, or P,I. Also 
that any H permutable with @? is expressible as R+ P, i. e. sum of a semipermutable 
and permutable operator with Q. The paper concludes with a study of the invariant 
elements of R, for which R(y) = ky. ..  T.H. Hildebrandt (Ann Arbor). 

Hostinsky, B.: Sur Pintegration des transformations fonetionnelles lin&aires. II. 
Atti Accad. naz. Lincei, VI.s. 14, 326—331 (1931). 

Verf. verallgemeinert seine frühere Methode zur Lösung der Funktionalgleichung 


NG, RER) (1) 


(vgl. dies. Zbl. 2, 398). Diese Verallgemeinerung besteht darin, daß statt 


1 («— y)° 
Varlt — s) 2 | Alla „ (2) 


az, He) u, en, 
/ajrmar al fu)du 


eingeführt wird. Eine einfache Transformation ! = w(t), ! = w(s), W = w(u), 


die Funktion 


a 
— [ /(a) db, bringt die Funktion 7(#, y, s,t) wieder zu der Form (2); da diese 


. 17) 

Transformation die Gleichung (1) nicht ändert, ist die neue Methode leicht zurück- 
führbar auf die frühere. Viel wichtiger ist eine neue Darstellung von © (x, y, s, t) durch 
eine unendliche Reihe. Man setzt 


t[ + 
(4); -/| Iite 21,5; u) A(2,, 25, U) 4(22,.%, %, 8) 12a du, 


63 —oo 
t.[ +0 
=/f Een WAte 7 (22 23, U, %g) A (23, 24, Ur) 
$ —00 
1(24, %; Us, t) d2, dz,dz; dz, |du, dus. 


Die Potenzen (A)? werden analog definiert; A (x, y, u) hat dabei dieselbe Bedeutung 
wie in der oben zitierten früheren Abhandlung. Dann gilt: 


Da,y,5,1)=j@,y,0) + Day (3) 


Diese Methode gibt aber keine nichttrivialen Lösungen von (1), welche.dem in den 
wahrscheinlichkeitstheoretischen Fragen notwendigen Bedingungen 


+00 
DasyssH) 0; [B(a,y,s,t)dy=1 


00 
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genügen. Um diesen Umstand zu beseitigen, betrachtet Verf. die Funktion A (z, y, u, h), 
welche von einem Parameter h abhängt, und schreibt statt (3) 


P(a,y,3,1) =j(8,y,5,t) + im IA). (4) 
h=0 n=1 
Unter welchen Bedingungen die Formel (4) anwendbar ist, ist nicht klar angegeben. 
Zum Schluß macht Verf. noch mehrere Bemerkungen über Probleme, die an die Lösung 
der Gleichung (1) anschließen. A. Kolmogoroff (Moskau). 

Kerner, M.: Zur Theorie der impliziten Funktionaloperationen. Studia Math., (Lwöw) 
3, 156—173 (1931). 

Es sei L ein linearer normierter stetiger Raum [vgl. Banach, Fundam. Math. 3, 133—181 
(1922)], F(X) eine stetige Abbildung von L in sich selbst (eine stetige Operation) und ?P ein 
Element von L. Gibt es eine lineare Operation w(X), für welche 

IFIP+X) —- FA) YA) | 
IX || 
mit || X || gegen Null konvergiert, so nennt man nach Frechet y(X) das Differential 
‘dF(P; X) der Operation #. Man bezeichnet weiter durch m,»(P) die Norm des Differentials 
dF, d.h. die kleinste Zahl m, welche der Bedingung ||dF(P; X)|| < m || X || für alle X genügt. 
Ist für jeden Punkt P einer konvexen Menge E m,r(P) < m, so gilt für je zwei Punkte P 
und P’ von E die Ungleichung 
IA) -EP|=Em|P— Pi; 
(die Lipschitzsche Bedingung). Es sei jetzt F(P, Q) eine stetige Operation, wobei P und F(P,Q) 
zu L und Q zu einem beliebigen metrischen Raume M gehören. Die Gleichung 
P—- P,=4F(P,Q) 1) 
hat in einer genügend kleinen Umgebung von (P,,@,) und eine genügend kleine Zahl 4 eine 
und nur eine Lösung P —= ®(Q), wenn nur die folgenden Bedingungen erfüllt sind: 1. F(P,,Q,)=0 
2. F(P,Q) besitzt für eine gewisse Umgebung von (P,,@Q,) ein in (P,, Q,) Stetiges Differential 
d,F(P,Q; X). Dabei ist ®(Q) in der Nähe von Q, stetiggund 8(Q,) = P,. Die Lösung P = (Q) 
wird durch sukzessive Approximationen konstruiert: 
D, (2) =P., 0> 
®,+1(Q) = P, 4 AF 19,(Q) ’ Q. 
Unter denselben Bedingungen wie (1) hat die Gleichung 


P=4F(P,Q)+@(0), (2) 
wobei @(Q) eine beliebige stetige Operation mit @(Q,) = P, ist, eine einzige Lösung P = 8(Q). 
In diesem Satze ist der Satz über die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung einer inhomogenen 
linearen Integralgleichung enthalten. — Es seien endlich außer 1. und 2. die folgenden Be- 
dingungen erfüllt: 3. Jede beschränkte Menge des Raumes L ist kompakt, 4. die Gleichung 
Y=dy(P,,%5 X) ist eindeutig lösbar: X = y(Y). Dann hat die Gleichung 
F(P,Q)=0 (3) 
in einer genügend kleinen Umgebung von (P,,Q,) genau eine Lösung P = 8(Q). Dabei ist 
P(Q) nach Q stetig und 2(Q,) = Po- A. Kolmogoroff (Moskau). 
Fantappie, L.: Sull’espressione generale dei funzionali analitieilineari. Atti Accad. 
naz. Lincei, Rend. VI.s. 14, 248—252 (1931). 
R.Cacciopoli hat einen neuen Beweis einer Formel des Verf. gegeben [vgl. 
Rend. Accad. nat. Lincei, VI. s. 13, 263—266 (1931); dies Zbl. 2, 31]. Verf. betont, 
daß sein alter Beweis dieser Formel weniger Voraussetzungen braucht als der Beweis 


von Cacciopoli. A. Kolmogoroff (Moskau). 
Funktionentheorie : 

Davison, B.: Inversion of the unieity-theorem. Mat. Sborn. (Moskva) 39, H. 3/4, 
45—47 (1931). 

Zu einer auf dem Einheitskreise beliebig gegebenen Menge vom Maß Null wird 
eine in |2| <1 reguläre Funktion /(z) #0 konstruiert so, daß f(z) den Grenzwert 
Null hat, wenn 2 im Winkelraume gegen irgendeinen Punkt der Menge strebt. 

R. Schmidt (Kiel). 
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Aronszajn, N.: Sur les d&compositions des fonetions uniformes. ©. R. Acad. Sci. 
Paris 193, 1381—1383 (1931). 

E e&tant la somme d’une famille arbitraire de sous-ensembles isoles de l’ensemble F 
(suppose born&) des singularit6s d’une fonction analytique uniforme f (z), M. Frechet 
a demontre que f(@)= f*(z)+ P(z), ou f*(z) et P(z) sont regulieres en tout point 
regulier de f (2), f*(z) &tant, en plus, reguliere en E, et E + E’ constituant l’ensemble des 
singularites de P (z). Cette derniere fonction s’annule & l’infini [Acta Math. 54 (1930)]. 
M. Frechet a generalise son theoreme, en remplagant l’ensemble E par un ensemble 
de la forme #F — K oü K est un ensemble ferm& — somme d’une certaine classe de compo- 
sants de l’ensemble #. La demonstration de M. Frechet, de ce dernier theor&me, 
fait usage de l’induction transfinie. M. Frechet a propose de demontrer ce theor&me 
sans employer les nombres transfinis. M. Aronszajn demontre que F — K est de la 
forme E. L’usage des nombres transfinis est donc superflu. La demonstration de M.A. 
s’appuie sur un theor&me de M. Menger (Dimensionstheorie, 1928) auquel il donne 
une forme differente. Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 

Aronszajn, N.: Sur les d&compositions des fonetions uniformes. ©. R. Acad. Sci, 
Paris 194, 155—156 (1932). 

La suivante interessante generalisation d’un recent theoreme de M. Frechet 
est annoncee (sans demonstration): f(z) etant une fonction holomorphe ä l’en- 
semble singulier F, il correspond & chaque decompostion de F en deux 
ensembles ferme&s F,, F, une decomposition f(z) = fı() + fs(2) de f(z) en 
deux fonctions f},fg holomorphes et aux ensembles singuliers F,,F, re- 
spectivement. Üette decomposition est univoque (a une constante additive pres) 
lorsque F,, F, sont disjoints. Dans le cas general, lorsque {= ©, + 95 est une autre 
decomposition correspondant aux mömes ensembles F,,F,, les ensembles singu- 
liers de f, — 9,, fa — Ya sont contenus dans F,F,. — La notion de l’ensemble 
singulier est precisee de la maniere suivante: un ensemble ferm& F est dit ’ensemble 
singulier d’une fonction f(z) lorsqu’elle est holomorphe et uniforme dans l’ensemble 
ouvert @ compl&mentaire a F et. ne peut pas &tre prolongee (en holomorphe et uniforme) 
au dela de @. Stanislaus Saks (Cambridge, Mass.). 

Vignaux, Juan Carlos: Sulle funzioni ugualmente continue di due variabili eomplesse. 
Giorn. Mat. Battaglini, III. s. 69, 221—226 (1931). 

Conditions pour qu’une famille de f(z, w) holomorphes dans un domaine constitue 
une famille de fonctions egalement continues. L’auteur ne connait pas le livre de 
M. Montel (Lecons sur les familles normales. Paris: Gauthier-Villars 1927, p. 241) 
oü la plupart de ces theoremes sont d&montres. Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 

Denjoy, Arnaud: Sur quelques points de la th&orie des fonetions. ©. R. Acad. 
Sci. Paris 194, 44—46 (1932). 

Bekanntlich gibt es monoton wachsende Funktionen, die das Intervall (0, 1) so 
auf sich abbilden, daß eine gewisse Punktmenge vom Maße Null auf eine Punkt- 
menge vom Maße Eins abgebildet wird. Der Verf. gibt hierfür ein einfaches Beispiel. 

O. Szasz (Frankfurt a. M.). 

Im zweiten Teil werden einige zusätzliche Bemerkungen zur vorigen Note des 
Verf. (dies. Zbl. 3, 161) gegeben einschließlich des damals fehlenden Schlusses, daß 
die Minimalordnung von derselben Wachstumsordnung wie die Maximalordnung ist. 

Ahlfors (Paris). 

Moisil, Gr. C.: Sur la generalisation des fonetions conjuguees. Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend. VI. s. 14, 401—408 (1931). 

Als Verallgemeinerung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen bei 
m Veränderlichen wird das System betrachtet: 


ou 
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Wenn U = U,;=0,sind die Lösungen harmonisch; es gilt dann ein Analogon zum Cauchy- 
schen Satz und zur Randdarstellung. Drückt man die Potentialausdrücke für u; und 
die linken Seiten der Integrabilitätsbedingungen des Systems durch U und U, aus, 
so erhält man lineare Differentialoperatoren, mit denen man das neue System bildet: 


Our _ ne Our _ 
Se rt 20 UL, El ei: —:; 0%, = U; 


wobei 4%; =—U;;. Die Lösungen besitzen wieder die erwähnte Eigenschaft. So fort- 
fahrend kann man immer neue Systeme derselben Art ableiten. Feller (Kiel). 


Possel, Ren& de: Sur quelques problemes de representation conforme. C. R. Acad. 
Sci. Paris 194, 42—44 (1932). 

Der Verf. berichtet über einige Ergebnisse seiner These: 1. Liegt ein endlich oder 
unendlich vielfach zusammenhängender Bereich der 2-Ebene vor, der2= 0 undz= oo 
im Innern enthält, so kann er stets auf einen von lauter geradlinigen Schlitzen, die auf 
Halbgeraden vom 0-Punkt der Bildebene liegen, begrenzten Bereich abgebildet werden, 
und man kann der Abbildungsfunktion w= f(z) die Normierungsbedingungen auferlegen: 
f(0)=0, f(0)=1, f{oo)=. Dies ist bereits von Koebe, Göttinger Nachrichten 1909, 
bewiesen worden. Ein erstes Resultat des Verf. ist der Nachweis des Satzes, daß eine 
Lösung dieser Abbildungsaufgabe durch eine Extremalforderung gekennzeichnet ist, näm- 
lich die Forderung, bei den den Bereich schlicht abbildenden f(z) unter den obigen Nor- 
mierungsbedingungen |’(o0)| zu einem Maximum zu machen. Die Abbildung stimmt 
mit derjenigen überein, die Koebe und Grötzsch durch eine andere Extremalforderung 
(vgl. dies. Zbl. 3, 14) charakterisiert haben. Für einfach zusammenhängende Bereiche ist 
die vom Verf. angegebene Extremaleigenschaft der Schlitzabbildungen von K. Löwner, 
für Bereich von beliebigem endlichen Zusammenhang von H.Grötzsch bewiesen worden 
[vgl. Math. Z. 3 (1919) u. Ber. Verh. sächs. Akad. Leipzig 83 (1931); vgl. dies. Zbl. 3, 
14]. Die Bereiche, die bei den Extremalabbildungen als Bilder auftreten, nennt der 
Verf. „extremal“. — 2. Sei A ein System von offenen Intervallen ö, auf der Peri- 
pherie des Einheitskreises der z-Ebene, die paarweise keinen Punkt gemein haben. 
Es werden Abbildungen w= f(z) des Innern des Einheitskreises betrachtet, bei 
denen den ö,; wieder Bögen eines Kreises |w| = 0 entsprechen, der selbst den vollen 
Bildbereich enthält, es ist also | f(e)| < o für |2|<1 und |f(xz)|= o auf den ö,. Außer- 
dem soll f(0)=0, f(0)=1 sein, woraus bekanntlich o> ni folgt. A wird vom Ma- 
ximumtypus genannt, falls nur /(z) = z allen diesen Forderungen genügt. Sei D 
der Bereich, der aus dem Innern und Äußern des Einheitskreises und A zusammen- 
gesetzt ist. Es gelten nun die Sätze: a) Die Aussagen: „A ist extremal“ und „D ist 
vom Maximumtypus“ sind äquivalent. b) Der Kreisradius 0 erreicht seinen größten 
Wert bei der unter 1. angegebenen Extremalabbildung von D und nur bei dieser. 

K. Löwner (Prag). 


Possel, Ren& de: Sur les fonetions &toilees et les ensembles du type maximum. C.R. 
Acad. Sci. Paris 194, 159—161 (1932). 

Eine im Einheitskreis |2| < 1 reguläre Funktion heiße eine Sternfunktion, wenn 
sie ihn auf einen Sternbereich in bezug auf den O-Punkt der Bildebene abbildet und 
f(0) = 0 ist. Der Verf. gibt (ohne Beweis) folgende Theoreme an: 1. Es existiert 

lim f(re‘) für jedes t. Er heiße f(e‘‘). Man kann den Arcusarc f(e*‘) so festlegen, 
710 
daß fle+29] — f(t)= 2 ist und er nicht abnimmt. |f(e‘)| stimmt überall 
mit seinem links- und rechtsseitigen Grenzwert überein. F bezeichne die 
Menge der Sternfunktionen, für die (0)=1 ist. Falls man zwei nicht abnehmende 
Funktionen A(t) als nicht wesentlich verschieden betrachtet, wenn sie gemeinsame 
Stetigkeitsstellen besitzen und in ihnen bis auf eine Konstante übereinstimmen, so 
gilt: 2. Die Beziehung A,(t) = arc f(e‘‘) stiftet zwischen den Funktionen von F und den 
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monotonen Funktionen im Intervall 0 <t< 27, für die A,(2rr — 0) — ),(0 +0)<2r 
ist, eine umkehrbar eindeutige Beziehung. — 3. Sei r,4 = |e! — e®|. Dann ist 


log | F(e*®) | 1 fa. 
4. Es ist für je zwei Funktionen aus F 
27 2 
[og| fe‘) |dA,(ı) = [log|gle‘) | d1,C). 
0 0 


Der Verf. verallgemeinert weiter den Begriff einer Punktmenge auf |2|=1 vom 
Maximumtypus, den er früher aufgestellt hatte (vgl. vorstehendes Referat) 
und leitet mit Hilfe der angeführten Theoreme einige darauf bezügliche Sätze ab. 
K. Löwner (Prag). 

Possel, Ren& de: Zum Parallelschlitztheorem unendlich-vielfach zusammenhängen- 
der Gebiete. Nachr. Ges. Wiss. Göttingen, Math.-phys. Kl. I Nr 23, 199—202 (1931). 

Sei D ein endlich oder unendlich-vielfach zusammenhängender Bereich der z-Ebene, 
der z= oo im Innern enthält. Dann ist es stets möglich, ihn auf einen von lauter zur 
reellen Achse parallelen Strecken begrenzten Bereich abzubilden, und man kann dabei 
verlangen, daß die Abbildungsfunktion w= f(z) im Unendlichen eine Entwicklung 


hat von der Form w=z-+ — +»... Dieses bekannte Theorem wird mit der Extremal- 


aufgabe in Zusammenhang gebracht, unter allen Abbildungen von D mit der obigen 
Normierungsbedingung im Unendlichen diejenige zu finden, für die der reelle Teil 
von a ein Maximum wird. Es wird gezeigt, daß sie stets genau eine Lösung hat und eine 
Abbildung der eben beschriebenen Art darstellt. Eine andere Charakterisierung der- 
selben Abbildung haben Koebe und Grötzsch gegeben (vgl. dies. Zbl. 3, 14). 

K. Löwner (Prag). 

Julia, Gaston: Reconstruetion d’une surface de Riemann O eorrespondant ä une aire 
multiplement connexe A. C©. R. Acad. Sci. Paris 194, 423—425 (1932). 

In dieser Arbeit, welche eine Fortsetzung der vorigen Untersuchungen des Verf. 
(vgl. dies. Zbl. 2, 34 u. 3, 260, 261) bildet, wird ein rekurrentes Verfahren angegeben, 
um die zu einem mehrfach zusammenhängenden Gebiet A gehörige Riemannsche 
Fläche o zu rekonstruieren durch Adjunktion der Kreisringe 4, <U<h,_,. Ein 
Kreisring (A;,Ax_,) hängt mit dem angrenzenden Kreisring (4x}1,4x) in einer der 
folgenden Weisen zusammen: A. Durch eine innere Kurve U= 4, +0 erster Art; 
B. durch »; “arcs de passage A,” zwischen einer Kurve U= 4, + 0 zweiter Art und 
y„, mit ihr zusammenhängenden Kurven U = /,— 0 von der zweiten Klasse. Ein 
dritter Fall kann als Ausnahmefall betrachtet werden. Die bei der Rekonstruktion der 
Riemannschen Fläche entstehenden Kreuzungen sind auf Radien gelegen, und durch 
jede Kreuzungslinie gehen zwei Blätter. Auch die Kreuzungslinien sind von zwei 
verschiedenen Arten, je nachdem sie von einem Windungspunkt ausgehen oder nicht. 
Es folgt eine nähere Untersuchung der Struktur der rekonstruierten Fläche. 

Ahlfors (Paris). 

Carleman, Torsten: Sur la eroissance de certaines elasses de fonetions analytiques. 
Mat. Tidsskr. B H. 3/4, 46—62 (1931). 

Let f(s) = f(o + it) be an analytie function which is regular in the half-band B 
defined by the nie: % <o<ß,t>t,. Define the Lindelof function u(o) 


by the relation log log | fo + it) fot+ib)| (1) 


u(o) = lim sup —- 

t=oo 
If u(o) is finite in every interval (&,, ß}) interior to (&, ß), then the function (0) is 
continuous and convex for &<0o<< ß (Lindelof); and convexity is the sole general 
property of such a function w#(o). If any function w(o) is given, which is continuous 


oe 
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and convex for & <o <ß, then there exists a regular function f(s), having no zeros in 
the half-band & <o < ß, t>0, such that (0) satisfies equation (1). Let U(o, t) 
be a harmonic function which is regular and bounded in the half-band B. Introduce 
the functions ‚ 
M(o) = limsupT (o, t), m(o) = liminfU (o, t). 
t=x t=© 

Let y, and y, respectively denote the curves = M(0) and t= m(o) (« <o<P). 
Hardy has shown that y, and y, reduce to coincident straight lines whenever they 
have two points in common. A new proof of this theorem is given and it is shown that 
the same result subsists if y, and y; have a common interior point or if there exists 
a unique tangent of the two curves. The abscissa x(o, p) of convergence of the integral 


era (> 0) 


is a convex function of o. The function w(o, q) = qx(o, q”!) is a convex function of 


the two variables o and q. We have u(c) = lim (0, q). There are applications to the 
q=0 
Riemann zeta-function. A general theorem is given concerning the behavior of 
power series on the circle of convergence of which the following is a special case. If 
9, T)=1+2g +2 +2 + ---, ger, T=rtiy, 
then for almost all values of x we have 9,(0, 7) —= O(y”*-°). R.D. Carmichael. 
Mandelbrojt: Le röle des fonetions monogenes de M. Borel dans la theorie des series 
de Dirichlet. C. R. Acad. Sci. Paris 194, 519—522 (1932). 
Dans un M&moire precedent [Acta math. 55 (1930)], ’auteur a etendu aux series 
de Dirichlet le theoreme d’Hadamard sur la composition des singularites des series 


de Taylor: Moyennant certaines conditions de croissance de f(s) Iae Ans et, 
g(s) =b„e”*r®, les seules singularites de 
FO=Z[, 2, (m — Amt] ne, (k entier > 0) 
N |im< Un 


sont les points & + ß, ß, et les points limites des & + ß, & etant une singularite de 
f(s) et ß une singularite de g(s), tout au moins lorsque l’ensemble ainsi obtenu est 
reductible. Mandelbrojt se pose ici la question de savoir s’il existe un domaine de 
monogeneite de F(s) au sens de Borel, qui contiendrait les points limites des x + P. 
Il signale sans demonstration qu’il en est bien ainsi dans un cas particulier: en ce qui 
concerne les «&, ß, il suppose que f(s) ne possede pour 0 = Rs > 0, (0, < 0) que des 
singularites isol&es d’affixes va, (&, ree,n= +1, +2,...), que g(s) ne possede pour 
0 > o, (0,<.0) que des singularites isolees d’affixes 2ß, (P„ ree,n= +1, 42,...) 
en outre 
lin tm A>O sun met," mZleut > 0, ee 
n|=o 


et il existe un nombre K tel que Fr IF Ta Er ; etendue a tous les &, converge quel que 


soit 1> 0, &, &tant un nombre inferieur & $y„. D’autres conditions sont relatives a la 
croissance de f(s) et de g(s) & l’exterieur de certains cercles entourant les & et ß. Ces 
conditions &tant realisees et k convenablement choisi, le point s— 0 qui est un point 
isol& de l’ensemble limite des & + ß appartient & un domaine de monog£eneite de 
Borelainsi que tout l’axe r&el pour o > o,. Moyennant des conditions supplementaires, 
F(s) est une fonction quasi analytique de Denjoy-Carleman sur cette portion d’axe, 
elle peut &tre d’une classe aussi eloignee que l’on veut de celle des fonctions analytiques. 
— Ce resultat precis, qui pourra vraisemblablement &tre &tendu a des cas plus generaux, 
une partie seulement des hypothöses faites paraissant indispensable, conduit l’auteur 
& diverses anticipations, peut-&tre discutables, sur le röle des fonctions monogenes 
dans la theorie des series de Dirichlet. @G. Valiron (Paris). 
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Geometrie. 


Dehn, M.: Über einige neue Forschungen in den Grundlagen der Geometrie. Mat. 
Tidsskr. B H. 3/4, 63—83 (1931). 

Verf. berichtet über einige Untersuchungen, die Strukturfragen der ebenen pro- 
jektiven Geometrie betreffen, und gibt dann eine rein gruppentheoretische Begründung 
der verschiedenen Geometrien. Zugrunde gelegt wird die Gruppe der Bewegungen, 
die hier in Analogie zu den diskontinuierlichen Gruppen zum erstenmal abstrakt 
dargestellt wird, nämlich durch Erzeugende und Relationen zwischen diesen, gewöhn- 
liche und „gerichtete“. Ruth Moufang (Roma). 

Busemann, Herbert: Über die Geometrien, in denen die ‚Kreise mit unendlichem 
Radius“ die kürzesten Linien sind. Math. Annalen 106, 140—160 (1932). 

Für alle Punktepaare X, Y eines Raumes sei eine nichtnegative Entfernungs- 
funktion r (X, Y)) definiert, die die Forderungen erfüllt: 1.r(X,Y)=r(Y,X). 2.r(X,Y)=0 
dann und nur dann, wenn X=Y. 3.r(X, Y)+r(Y,Z)>r(X,Z). 4. Jede in bezug 
auf diese Metrik beschränkte Punktfolge hat einen Häufungspunkt. 5. Jedes Punkte- 
paar X, Y besitzt genau einen Mittelpunkt U [so daß r(X,U)=r(U,Y) und 
r(X, U) +r(U, Y)=r(X, Y)]. 6. Jedes Punktepaar X, Y besitzt genau zwei Ver- 
doppelungspunkte, V, W (so daß Y Mittelpunkt von XV und X Mittelpunkt von 
YW ist). — Alle Räume, die die Axiome erfüllen, mögen Gradenräume heißen; nach 
Menger existieren in Gradenräumen Strecken und Graden, die alle Hilbertschen 
linearen Axiome erfüllen. „Kugeln“ seien in einem solchen Raum wie üblich durch die 
Entfernungsfunktion definiert. „Grenzkugel“ heiße der abgeschlossene Limes einer 
Folge von Kugelflächen, die alle durch einen Punkt gehen, und deren Mittelpunkte 
auf einer Halbgraden durch diesen Punkt ins Unendliche rücken. Der Inhalt der 
Arbeit besteht nun darin, zu zeigen, daß die große Mannigfaltigkeit der Gradenräume 
außerordentlich eingeschränkt wird, wenn man noch ein einziges weiteres Axiom, 
„Grenzkreisaxiom‘ genannt, hinzunimmt: 7. Jede Grenzkugel enthält mit zwei Punk- 
ten auch deren Verbindungsgrade. Dieses Axiom wird in folgender Formulierung zu- 
grundegelegt:Wenn für eine Punktfolge (7) giltr (7, X) > oundr(7T,,X)—-r(7 Y)>0, 
danngiltauch (7, X)— r(7T„,U)>0,r(7T,X)— r(T,V)>0O und r(7,X)—r(7,,W)>0, 
wo U, V, W Mittelpunkt und Verdopplungspunkte von X Y sind. — Es wird gezeigt: 
Jeder Raum, der 1. bis7. erfüllt, besitzt eine Minkowskische Geometrie 
mit streng konvexer Eichfläche, die in jedem Punkt eine Tangential- 
ebene besitzt. Umgekehrt ist leicht zu sehen, daß jeder Minkowskische Raum mit 
einer solchen Eichfläche den Axiomen 1. bis 7. genügt. — Der Nachweis stützt sich 
auf mehrere elementare und sinnreiche Ansätze, die sich auf folgendem leicht beweis- 
baren Satze aufbauen: Gehen zwei Kugeln durch einen Punkt, der auf der Verlängerung 
der Verbindungsstrecke der Mittelpunkte liegt, so liegt die eine Kugel mit Ausnahme 
jenes Punktes ganz im Inneren der andern. Dieser Satz ist ohne 7. beweisbar. Aus 
7. läßt sich dann schließen, daß die Grenzkugeln Gradenräume sind, und durch Grenz- 
kugeln mit gleicher Mittelpunktshalbgrade läßt sich der Parallelismus definieren. 
Ist die (topologische) Dimension des Raumes mindestens 3, so ergibt sich von selbst 
die Abbildbarkeit auf den affinen Raum. Im zweidimensionalen Fall muß (wie bei der 
axiomatischen Begründung der projektiven Geometrie) noch der Desarguessche Satz 
als gültig postuliert werden. Verf. kündigt an, er werde in einer späteren Arbeit diesen 
Satz aus gewissen Konvexitätsforderungen an die Entfernungsfunktion ableiten. 

Oohn-Vossen (Köln). 

Herzberger, M.: Einiges über lineare Transformationen und Vektoranalysis in 
nr Dimensionen. (Ges. f. angew. Math. u. Mech., Bad Elster, Sitzg.v. 13.—18. IX. 1931.) 
Z. angew. Math. u. Mech. 11, 431—433 (1931). 

The author develops with the aid of Grassmann’s Ausdehnungslehre a vector 
theory for n-dimensional space, and a theory of invariants of linear transformations. 
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His developments and representation of a vector function give the means for a simpler 
derivation and interpretation of the general theorems of Stokes and Gauss. 
I. 8. Sokolnikoff (Madison). 
Kürschäk, Jözsef: Die Irreduzibilität einer Determinante der analytischen Geo- 
metrie. Mat. fiz. Lap. 38, 99—104 (1931) [Ungarisch]. 
Es bedeute D die bekannte Determinante, deren Verschwinden die Bedingung 


dafür ist, daß durch M= EN ") gegebene Punkte des Raumes R, eine algebraische 


Hyperfläche m-ter Ordnung gelegt werden könne (also im Falle n—= 2 eine ebene 
algebraische Kurve, im Falle n = 3 eine algebraische Fläche von der besagten Ordnung). 
Es wird bewiesen, daß D eine irreduzible Funktion der homogenen Koordinaten der 
M Punkte ist. Der vermeintliche Beweis von M. Reiss [Math. Ann. 2, 385—388 
(1870)] ist nicht richtig. Autoreferat. 
Szües, Adolf: Complöment aux th6&or&mes d’intögration de l’analyse vectorielle. 
Mat. fiz. Lap. 38, 120—124 (1931) [Ungarisch]. X 0X 3Z 
Dans un champ de vecteurs (X, Y,Z), on forme les neuf derivees: 3, Ay gg» 


= a ; ee a e m - est un invariant. 
L’objet de l’article est de montrer que toute integrale de volume de cet invariant 2 
s’exprime par une integrale de surface dont le calcul n’exige que la connaissance du 
vecteur (X, Y, Z) sur la surface. » Autoreferat. 

Klug, Lipöt: Konstruktion der Schmiegungskreise der Kegelschnitte und ihrer 
Evoluten. Mat. fiz. Lap. 38, 29—40 u. dtsch. Zusammenfassung 40 (1931) [Ungarisch]. 

Szäsz, Päl: Über die Schmiegungsparabel. Mat. fiz. Lap. 38, 156-160 (1931) 
[Ungarisch]. 

Es seien P,, P,, P;, P, vier veränderliche Punkte einer ebenen Kurve, die einem 
festen Punkte P der Kurve zustreben. Durch P,, P,, P;, Pı gehen — im allgemeinen — 
zwei Parabeln. Es wird nun — unter gewissen Voraussetzungen — die folgende 
Amperesche Behauptung bewiesen: die Grenzlage der einen Parabel ist die Schmie- 
gungsparabel, die der anderen die Tangente in P. Der Beweis ist auf den Begriff 
der Steigungen (fonctions interpolaires) gegründet. Autoreferat. 

Abrameseo, N.: Sull’autogenerazione delle eurve piane. Boll. Un. Mat. Ital. 11, 
10-13 (1932). 

Si determina in modo continuo un punto qualunque di una curva con l’aiuto diun 
numero dato di puntie di un parametro variabile reale. Per le coniche si ottengono dei 
punti discreti con l’aiuto di tre punti dati e diuna operazione funzionale. Autoreferat. 

- Field, Peter: Note on isolated double points. Giorn. Mat. Battaglini, III. s. 69, 
144—148 (1931). 

Ein vollständiges Viereck zerlegt die Ebene in vier Gruppen von je drei Dreiecken. 
Es wird untersucht, wie bei einer Kurve dritter oder fünfter Ordnung die einzelnen Punkte 
der Kurve in den Feldern gewählt werden müssen, damit sie in einer Ecke des Vierecks 
einen isolierten Punkt besitzt. Die Methode ist vorwiegend analytisch. Kommerell. 

Mentre, Paul: Application projeetive du complexe tetra&dral harmonique sur le 
complexe lineaire non sp&eial. C. R. Acad. Sci. Paris 194, 512—513 (1932). 

Ein harmonischer tetraedraler Komplex H kann auf einen linearen Komplex y 
durch projektive Deformation abgebildet werden. Verschiedene geometrische Eigen- 
schaften dieser Abbildung werden angegeben. Cech (Brno). 

Bennett, Albert A.: The Lemoine center in the geometry of the tetrahedron. Amer. 
Math. Monthly 39, 18—27 (1932). 

Verallgemeinerung des Lemoineschen Punktes in der Tetraedergeometrie: Der 
Lemoinesche Punkt jedes Seitendreiecks wird mit der gegenüberliegenden Ecke ver- 
bunden. Die vier Verbindungslinien bestimmen eine erste F?. Die Lemoinesche 
Gerade jedes Seitendreiecks wird mit der Tangentialebene der Umkugel im gegenüber- 


On sait que la somme 42 des trois jacobiens 
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liegenden Tetraedereckpunkt zum Schnitt gebracht. Die Verbindungslinien der Schnitt- 
punkte mit den entsprechenden Eckpunkten sind Erzeugende einer zweiten F?. Die 
beiden F? schneiden die Umkugel in einem Oktupel assoziierter Punkte, die sich auf 
das Grundtetraeder und ein zweites, dazu desmisches verteilen. Der im Inneren des 
Grundtetraeders liegende Eckpunkt des zweiten Tetraeders wird als Lemoinescher 
Punkt definiert. E. A. Weiss (Bonn). 

Christman, Laura E.: The projeetive approach to the Clifford surface. Amer. Math. 
Monthly 38, 549—556 (1931). 

Den Ausgang bildet der Satz der euklidischen Geometrie: „Eine Kugel S werde 
durch die Ebenen geschnitten, die zu einem Durchmesser senkrecht stehen. Wenn in 
jeder Ebene die Punkte bestimmt werden, in denen sich je zwei Tangenten des Schnitt- 
kreises unter einem gegebenen Winkel begegnen, so ist der Ort dieser Punkte ein ab- 
geplattetes Umdrehungsellipsoid 5’, dessen Drehachse jener Durchmesser ist und das 
S in den Endpunkten desselben berührt.‘‘ Dieser Satz ergibt, in projektive Fassung 
gebracht, eine projektive Beziehung zwischen zwei Flächen zweiter Ordnung S und &’, 
die einander in einem windschiefen Vierseit durchdringen. Wird dann S aufgefaßt als 
die (imaginäre) absolute Fläche einer elliptischen Maßbestimmung, so erweist sich 8’ 
als eine Cliffordsche Fläche (vgl. F. Klein, Vorl. über nichteuklidische Geometrie, 
S.241ff.), und es folgen Eigenschaften derselben durch Übertragung von Eigenschaften 
der euklidischen Figur. W. Ludwig (Dresden). 

Woude, W; van der: Über die Bewegung mit zwei Freiheitsgraden einer Ebene 
in sich. (III. Mitt.) Proc. Roy. Acad. Amsterdam 34, 948—950 (1931). 

Eine feste einparametrige Kurvenschar (0) (die ‚„Leitkurven‘) einer festen Ebene 
II; bestimmt eindeutig eine zweiparametrige Schar von Bewegungen einer veränder- 
lichen Ebene /7,, (die in jeder Lage mit /J, zusammenfällt): //, bewege sich so, daß 
ein fester Punkt O von //,„ mit jedem Punkte von //; zusammenfallen darf und daß 
eine feste Gerade OX von //„ die Kurve von (C)) durch diesen Punkt berührt. Um- 
gekehrt gibt es zu jeder holonomen zweiparametrigen Bewegungsschar eine solche 
Kurvenschar (C); diese ist aber nicht eindeutig bestimmt: sie kann offenbar durch eine 
Schar von isogonalen Trajektorien oder von Parallelkurven ersetzt werden. In der 
vorliegenden Mitteilung wird die Frage gestellt und beantwortet, die Bewegung von 
II, in bezug auf /J; so zu bestimmen, daß von jeder Lage aus unendlich viele 
endliche Drehungen möglich sind. Es wird gezeigt, daß dies dann und nur dann der 
Fall ist, falls (C) ein Kreisbüschel mit einem Basispunkte und fester Tangente ist. 
[Ist (C) ein allgemeines Kreisbüschel, so gibt es von jeder Lage aus zwei endliche 
Drehungen;; ist (C)) eine beliebige Kreisschar, so gibt es von jeder Lage aus eine endliche 
Drehung. ] D.van Dantzig (Deltt). 

Strubeeker, Karl: jÜber rhombische Netze aus Geraden und Kreisen. Anz. Akad. 
Wiss,, Wien Nr 2, 22 (1932). 

Algebraische Kurven und Flächen: 

Yerushalmy, J.: On the representative space Sg of the plane eubies. Amer. J. Math. 
54, 129144 (1932). 

Die Abbildung der ebenen Kurven 3. Ordnung mit den Punkten eines S, führt 
zu einer Reihe von Mannigfaltigkeiten, deren Punkte den ebenen C® mit gegebenen 
Singularitäten entsprechen und die als Kern eine Fläche F® besitzen; es werden ihre 
Ordnungen bestimmt, die gegenseitigen Lagenbeziehungen und einige von ihren 
geometrischen Eigenschaften beschrieben. Am Ende findet man die Ausdehnung 
zur Abbildung aller ebenen 0”. Toglvatti (Genova). 

Schüler, Hermann: Über algebraische W-Kurven auf Flächen dritter Ordnung. 
Jena: Diss. 1931. 39 8. 

Die Gleichung der Fläche dritter Ordnung wird in der Form 

1...4 


Dar %%% = 0 
it 
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angeschrieben. Soll nun die W-Kurve 

Es EG A N a u 0 ei (n] > N, > N, >0) 
auf der Fläche liegen, so müssen diese Koordinaten die Flächengleichung für alle Werte 
von t erfüllen. Man erhält so acht Flächentypen; diese werden im einzelnen unter- 
sucht, ebenso wird der Verlauf der W-Kurven im Verhältnis zum invarianten Tetraeder 
erörtert. Kommerell, (Tübingen). 

Maroni, Arturo: Aleune relazioni relative ai sistemi algebriei di oo! eurve apparte- 
nenti ad una superfieie algebriea. Ann. Mat. pura ed appl., IV. s. 10, 125—144 (1932). 

L’auteur etablit un certain nombre de relations independantes entre les caracteres 
d’un syt&me algebrique d’oo! courbes appartenant & une surface algebrique. Dans la 
premiere partie du travail, il &tend au cas oü la courbe generique du systeme possede 
des points multiples (ordinaires) variables, une formule de Torelli donnant le nombre 
des courbes du systme qui admettent des points multiples en surnombre, chacune 
de ces courbes etant comptee, le cas 6ch&ant, avec une multiplicite convenable. Dans la 
seconde partie un premier groupe de relations entre les caracteres du systeme se trouve 
deduit d’une relation d’equivalence faisant intervenir une courbe canonique de la surface 
et certaines courbes liees d’une maniere simple au syst&me (enveloppe, etc.), relation 
qui gen£ralise une formule de Severi. Enfin dans la troisitme partie, l’application de 
la formule de Zeuthen conduit & un nouveau groupe de relations. Les nombreuses 
relations ainsi obtenues semblent pouvoir &tre utiles dans l’etude detaillee des syst&mes 
algebriques de courbes sur les surfaces. P. Dubreil (Paris). 

Miglio, Maria: Sul numero delle rette comuni a due (r — D)-complessi dell’ S.. 
Atti Accad. Gioenia Catanıa 18, mem. XI, 1—9 (1931). 

Nouvelle d&monstration de la formule de Halphen-Schubert, qui donne le 
nombre de droites communes & deux syst&mes algebriques 00’! de droites de l’espace 
& r dimensions en fonction de leurs classes, et applications a des cas particuliers remar- 
quables. Beniamino Segre (Bologna). 

Hodge, W. V. D.: Further properties of Abelian integrals attached to algebraie 
varieties. (Dep. of Math., Univ., Princeton.) Proc. Nat. Acad. Sci. U. 8. A. 17, 643 
bis 650 (1931). 

In a previous paper the author has used the idea of the product of two manifolds, 
as developed by Lefschetz in his treatment of algebraic correspondences, to establish 
an important result, concerning the non-existence on an algebraic variety of dimension 
m of m-fold Abelian integrals of the first kind without periods. In the present paper 
he derives further properties of Abelian integrals, using the same method. If V is 
an algebraic variety of dimension m, and R, is its r-dimensional Betti 
number, wherer=p-+9g> m, the periods w# and w? ofany p-foldand any 
q-fold Abelian integralofthe first kind, attached to V, satisfy R, bilinear 
relations IA,,0w?, where the A,,’s are integers, which are topological 
charactersof V. If V admits singular transformations into itself, additional relations 
of the same type hold, with coefficients involving the elements of the matrix of trans- 
formation of the g-cycles of V. LE / 9(%, y)de(=1,2,...,2p) are 2p independent 
integrals of the second kind attached to a curve f(x, y) = 0 of genus p, the known 


formula 2,8; 9: (81, Yı) Pj(®2 Y2) = in R(&1, %, Yı, Y) + 4 dx, 8 (21, 23, Yı, 42) (the 
points z,, y, and &%,, %, being on the curve f, the matrix & independent of these points), 
which expresses algebraically the so-called „interchange of argument and parameter“ 

for normal Abelian integrals of the third kind, is interpreted in the sense that on the 
surface f(z,, y)= 0, f(&s; %) = 09 — the ordered product of f by itself — 
the 4p? double integrals of the second kind fe: Yı) d.dal 
are not independent, so that a linear combination of them is an im- 
proper integral. This formula is then extended to m-fold integrals of 
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the second kind attached to V of dimension m, and the coefficients 
&; are calculated. If V possesses singular transformations into itself, they give 
rise to additional bilinear combinations, which are improper. Zariski (Baltimore). 

Brusotti, Luigi: Sul genere dei modelli algebriei di un sistema spaziale di % eireuiti. 
Ann. Scuola norm. sup. Pisa, Sci. fis. e mat., II.s. 1, 61—77 (1932). 

It is known that for any system 2 of k simple closed curves in the real projective 
space, arbitrarily knotted and linked, there exists a topologically equivalent algebraic 
model, i.e., a real space algebraic curve ]' whose real points (excluding the possible 
isolated points) constitute a system of % circuits topologically equivalent to &. This 
existence theorem, largely due to the author, is completed in the present paper by the 
following inversion of the calssical theorem of Harnack: foranyp>=k-—. 1, there 
exists an irreducible algebraic model of 2 of genus p. As for irreducible 
algebraic models I’ of &, the following theorem is proved: for any subdivision 
of Z into subsystems 2,,2,,...,2, made up of k,,&a,...,%, eircuits re- 
spectively, and for any values 0, >k,—1l(i=1,2,...,s) there exists 
an algebraic model J' of 3, such that each 2; is represented by an irredu- 


cible component of I'of genus p;. In particular, it is possible to take for Ta set 


of k irreducible rational curves. The algebro-geometric part of the treatment is essen- 
tially based upon the methods developed by Severi in his Vorlesungen, in the chapter 
dealing with the classification of space algebraic curves. Zariski (Baltimore). 

Segre, Beniamino: Sulla possibilitä di generare una quadriea mediante due sehiere 
proiettive di quadriche. Bol. Un. Mat. Ital. 11, 3—8 (1932). 

Si danno alcune proposizioni generali, da cui risulta la possibilita di generare una 
quadrica mediante due schiere proiettive di quadriche; fra le conseguenze che se ne 
traggono, son da rilevare quelle relative alle trasformazioni proiettive delle quadriche 
conservanti le linee di curvatura. Autoreferat. 


Differentialgeometrie: 

Roth, L.: The tangent planes to a degenerate surface. Proc. Cambridge Philos. Soc. 
28, 45—50 (1932). 

Unter Richtigstellung einer Behauptung von H. G. Zeuthen wird gezeigt: Wenn 
eine Fläche 9, die aus n beliebigen Ebenen besteht und folglich (3) Doppellinien und 
”) dreifache Punkte besitzt, als Grenzfall einer Fläche + Ay -+ --- für A = 0 auf- 
gefaßt wird, so bilden ihre Tangentialebenen n(n — 1)? Bündel, nämlich (3) Bündel 
in den dreifachen Punkten, je 3mal gezählt und noch n - (3) Bündel in den Schnitt- 
punkten der Doppellinien mit der Fläche y = 0. van der Waerden (Leipzig). 


Bouligand, Georges: Sur divers problemes de geomötrie infinitösimale abordös 
direetement. ©. R. Acad. Sci. Paris 194, 152—154 (1932). 

Zunächst wird ein direkter Beweis für die Sätze von Meusnier und Euler skizziert. 
Von der Fläche wird dabei vorausgesetzt: 1. daß das ‚„Paratingent‘ in einem Flächen- 
punkte M, d.h. die Gesamtheit aller Geraden durch M, die Grenzgeraden von Sehnen 
sind, ganz in einer Ebene liegt und jede hinreichend kleine Flächenumgebung von M 
auf eine Umgebung in der Ebene projiziert wird; 2. daß die Krümmungen der Halb- 
kreise, die durch M und einen anderen Flächenpunkt gehen, dessen Abstand von M 
kleiner als & ist, und deren Mittelpunkt auf der Normalen zur erwähnten Ebene liegt, 
beschränkt sind; 3. daß die Grenzmenge dieser Halbkreise für &— 0 in jeder Halbebene 
durch die Normale bloß einen Halbkreis enthält. Es ergibt sich aus diesen Voraus- 
setzungen eine lokale Darstellung der Fläche, die mit Gliedern zweiter Ordnung beginnt: 
daraus folgen die erwähnten Sätze unmittelbar. — Ferner wird folgendes Kriterium 
abgeleitet: Wenn alle Dreiecke, deren Ecken auf einem beschränkten Kontinuum K 
liegen, einen Winkel > 90° + & enthalten (& beliebig vorgegeben), so ist X ein rekti- 
fizierbarer Bogen. Strebt der Winkel gegen 180°, falls die Seitenlängen gegen Null 
streben, so besitzt K eine stetige Tangente. Willy Feller (Kiel). 
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Finikov, $.: Sur les quadriques de Lie et les eongruences de M.’Demoulin. Mat. 
Sborn. (Moskva) 89, H. 3/4, 48—97 (1931). 

Sei 8 eine nicht abwickelbare Fläche, auf asymptotische Parameter u, v bezogen; 
Q=Q(w, v) sei die Liesche F, von 8 im Punkte (u, v). Bei festem v berührt Q (w, v) 
ihre Enveloppe längs der Tangente an die Asymptotenlinie u = const und außerdem 
längs zweier weiteren Erzeugenden a,,a,. Wenn man u mit v vertauscht, bekommt 
man zwei weitere Geraden b,,b,. Die Geraden a,, a,, b,, b, beschreiben vier Demou- 
linsche Kongruenzen. $1 der Arbeit enthält Hilfsformeln aus der Fubinischen Flächen- 
theorie. In $2 werden die Gleichungen der Geraden a,,@,, b,, b, aufgestellt. In $3 
werden die Brennpunkte und Brennebenen der Demoulinschen Kongruenzen ermittelt; 
die Degeneration der Kongruenzen findet statt, wenn die Asymptotenlinien von $ 
linearen Komplexen angehören. In $ 4 werden die Asymptotenlinien der Brennflächen 
der Demoulinschen Kongruenzen gefunden und Bedingungen aufgestellt, damit die 
Kongruenzen W seien. Es zeigt sich in $ 5, daß so die Thomsenschen Projektivminimal- 
flächen wiedergefunden werden. Es werden einfache Spezialfälle dieser Flächen an- 
gegeben, z. B. die Rotationsfläche z2(22+ y2)=1. In $6 wird der Fall untersucht, 
daß oo! Flächen existieren, deren Punkte auf c, liegen und deren Tangentialebenen 
durch c, hindurchgehen, wo c,,c, die beiden Diagonalen des Vierseits a,5,@,b, sind. 
Analog in $7, nur mit @,,a, statt c,,c,. In $8 wird der Fall betrachtet, daß eine 
Demoulinsche Kongruenz einer periodischen Laplace-Folge angehört. In $9 werden 
die Demoulin-Godeauxschen Flächen a, = a,, b, = b, betrachtet. $ 10 enthält bekannte 
Formeln aus der Theorie der Leitlinien von Wilczynski. Zur näheren Untersuchung 
der Leitlinien werden in $11 neue Lokalkoordinaten eingeführt. Anschließend wird 
in $12 die Bedingung aufgestellt, damit eine Leitlinienkongruenz W sei. In $13 wird 
die Enveloppe der zu den beiden Leitlinien gehörenden linearen Kongruenz untersucht. 
In $ 14 werden die Enveloppen von vier von Wilczynski eingeführten linearen Kom- 
plexen betrachtet. In $$ 15 und 16 wird die Godeauxsche Kette Q, O4. Qi Von 
Flächen zweiten Grades mit Liescher F, als erstem Glied und im Zusammenhange 
damit eine Kette von Geradenpaaren 1,4; l,%,... mit Wilezynskis Leitlinien 
als erstem Paar betrachtet. In $ 17 wird gezeigt, daß für jedes n die abwickelbaren 
Flächen der beiden Kongruenzen 1,,%, sich entsprechen. Cech (Brno). 


Finikoff, 8.: La transformation T des eongruenees de droites. Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend. VI.s. 14, 421—427 (1931). 

Eine Verwandtschaft zwischen zwei Kongruenzen (0, C, heißt Transformation T, 
wenn die Verbindungslinien entsprechender Brennpunkte der beiden Kongruenzen 
die zugehörigen Fokalflächen berühren. Wenn die Kongruenz O beliebig vorgegeben 
ist, so hängt CO, noch von zwei willkürlichen Funktionen einer Veränderlichen ab. 
Außerdem gibt es noch Transformationen 7 zwischen zwei beliebigen je in einem 
linearen Komplex enthaltenen Kongruenzen. Falls O eine Kongruenz W ist, so gilt 
dasselbe von C, und man kann dann ein Permutabilitätstheorem aufstellen. Dies wird 
auf Jonassche Transformationen einer R-Fläche angewandt: sind die Transformationen 
erster Ordnung bekannt, so erfordern wiederholte Transformationen nicht einmal 
Quadraturen. Cech (Brno). 

Gambier, Bertrand: Transformation d’une famille simplement infinie de geodäsiques 
et de la famille de eourbes conjuguses. C. R. Acad. Sci. Paris 194, 32—35 (1932). 

Aus einem schon von Ribaucour und Darboux verwendeten Verfahren wird 
eine neue eigentümliche Flächentransformation gewonnen. Macht man im vierdimen- 
sionalen x, y, 2, r-Raum die ‚„Lorentz-Inversion“ 

X=5.,  Y=5). Z=3, R=Z2, 08-84 YP42_r, 
so gilt 
da? + dy? + de? — dr? = S(dX? + dY?+dZ22— dR). 
Zentralblatt für Mathematik. 3. 21 
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Nun seien auf emer Fläche im x, y, z-Raum u = const geodätische Linien und r sei 
deren Bogenlänge, von einer Orthogonaltrajektorie (r = 0) aus gezählt, so daß das 
Bogenelement der Fläche die Form (2) d@?+ dy? + d2?= dr? + Gdu? haben muß. 
Wendet man die Transformation (1) an, und deutet X, Y,Z als Koordinaten einer 
Fläche, so sind auf ihr die Bilder der Kurven % = const wieder geodätische Linien, 
und R mißt deren Bogenlänge von einer Orthogonaltrajektorie (R = 0) aus, die Bild 
der Kurve r=0 ist. Dies ergibt sich sofort aus (2), indem man dr? nach links schafft. 
Ferner kann man verifizieren, daß die zu u= const konjugierten Kurven der Aus- 
gangsfläche in die zu den Bildkurven von u = const konjugierten Linien transformiert 
werden. — Man kann diese Transformation benutzen, um aus der Kugel oder anderen 
einfachen Flächen, die oo! geschlossene geodätische Linien besitzen, neue Flächen mit 
ool geschlossenen geodätischen Linien zu bestimmen, die weder Rotationsflächen 
sind, noch ein Liouvillesches Bogenelement haben. Verf. gibt an, daß die Transforma- 
tion auch Konsequenzen für die nichteuklidische Geometrie hat. Cohn-Vossen. 

Ghirardello, Evelina: Sulle geodetiche di una particolare superfieie eieliea. Atti 
Accad. Padova, N. s. 47, 157—176 (193]). 

Berechnung der Raumkrümmungen der Geodätischen der Fläche (Torse) 
= 008%, % = Binu,, 75 = C08%U, = SINW, 2, = 008(U, 4 U), Lg = sin (u, +%) 
des euklidischen R,. Unter den von einem Punkt ausgehenden Geodätischen gibt 
es sechs, die in einem R, liegen; von diesen liegen drei bereits in einem R, (Kreise) 
und drei bereits in einem AR,. A. Duschek (Wien). 

Delens, Paul: Varietes & connexion affine. Gen£ralisation de l’öquation de Riceati. 
C. R. Acad. Sci. Paris 194, 35—37 (1932). 

Es wird ein n-dimensionaler Raum mit allgemeiner (nicht symmetrischer) affinen 
Übertragung betrachtet. Außer der üblichen Vektorübertragung (transport par &qui- 
pollence) wird die Richtungsübertragung (transport parallele) eingeführt. Als (über- 
zählige) Koordinaten einer Richtung werden die n2-Verhältnisse t* — v*/v® der Vektor- 
koordinaten v* gewählt. Dies führt auf ein Differentialsystem, das eine Verallgemeine- 
rung der Riccatischen Differentialgleichung bildet. Der Krümmungstensor (nicht der 
Torsionstensor) der Übertragung kann in zwei Teile zerlegt werden, deren einer (courbure 
de deviation) der Nichtintegrabilität der Richtungsübertragung und der andere (courbure 
d’ampliation) der Nichtexistenz absoluter Volumeneinheit entspricht. Man kann die 
Vektorübertragung ohne Änderung der Richtungsübertragung so verändern, daß die 
courbure d’ampliation verschwindet. Cech (Brno). 

Bortolotti, Enea: Nuova esposizione, su basi geometriche, del calcolo assoluto 
generalizzato del Vitali, e applieazione alle geometrie riemanniane di specie superiore. 
Rend. Semin. mat. Univ. Padova 2, 1—48 u. 164—206 (1931). 

Für die Bezeichnungen vgl. dies. Zbl. 1,168. Ferner sei: „mn, ’— m—=q>0; 
griechische Indizes durchlaufen die N Symbole I, II,...,‚N;,b,c,d,...=1,..., m’; 
statt g/, schreiben wir nun 943. — Der Tensor g,, hat den Rang m. Bezeichnet man 
mit *g“? bzw. *o® bzw. *C%, irgendeine Lösung von 

g°? gacgoa — Iced bzw. gap v’ N: =+ 0 bzw. 0 Id = [e, Ab} ’ 
so ist die allgemeinere Lösung mittels folgender Formeln gegeben 
geb a a + way“? u os, yr@ 
ld hl a u A wo y | 
are 0, Y,, 
Durch diese eventuelle Unbestimmtheit werden aber die Gleichungen 


=:0 für.g=0 
beliebig für g>0. 


0 ( 
A E un ARTE 
£ On U Div, = De da U un 


0) ö 
a) = 91 Div’ = on Dt 1%) Iab 


(für v” in (R,„)) 
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wegen @„e”= O0 nicht beeinflußt. D, ist das Symbol der kov. Ableitung in (R,,), und 
a 


es ist inbesondere D4g5. — 0. Aus den obigen Gleichungen geht ohne weiteres hervor, 
daß du@D,v, = 0 die Levi-Civitasche Parallelübertragung von v’ in (R,,) darstellt. — 
Somit läßt sich auf g„, ein absoluter Differentialkalkül für (R,) aufbauen. Führt man 
insbesondere den „Krümmungsaffinor“ R und den Eulerschen Krümmungsaffinor H 
durch 

A 


"Our, 


ö 5 ö 
TS FERNEN Hat Tue: 
(AyB=l;:. zn) 
ein, so gilt auch die Verallgemeinerung der vom Ref. angegebenen Fundamental- 
8 8 geg 


gleichung [,,Contribution au caleul differentiel absolu“‘, Vestn. Kräl. Ceske Spol. 
Nauk 2, 1—12 (1926)], welche die Gleichungen von Gauss, Coddazi und Kühne 


für (R,„) in Ry liefert. — Nun bezeichnen wir mit m’ die Zahl aller Symbole 
A347 As} AyA,As3, As Ay 5A (word, 2 = l,...,n) und beziffern 
diese Symbole mit 1,...,m’, so daß wir für sie schreiben können DOCH OR 


Außerdem führen wir für die Symbole dt/duh... Out (E=1,..., m) die Abkürzun- 
gen O/d«l,...,0/02”, d.i. 6/0“, ein. Setzt man dann e — oX’/Ox", so besteht 
a 


(R.) aus allen Bompianischen m-Oskulationsräumen R,, (nach Vitali: m-Tangen- 

tialräume 0„) von V„, und der Vektor d"X” liest im (R„). Seine kovarianten 

(R.„)-Komponenten sind dx, = (d"!X”) e, und die kontravarianten, welche in du X» 
m a 


== ( =*) e” auftreten, sind bis auf einen Zahlenfaktor den „Pascalschen m-ten Dif- 
m a 


ferentialen“ gleich. Bei einer Transformation > u der Koordinaten von V,„ trans- 
formieren sich e” und öa“ linear und kontragredient 
a m 


Nie eenase men (0 für. 2-4 5 
ME d® — Pyöx a (1) 


Daraus folgt (insbesondere, daß der Index a in e” ein kovarianter ist, so daß nach der 
[77 


obigen Definition von H auch H} „u Dae” geschrieben werden kann, und außerdem), daß 
1/7 
Din = dxöada,, ein Skalar in bezug auf > u ist (hier steht a,. statt g,.). Ist nun 
m m m m 
m=1(d.i.m=n= m’), so ist ®,—= ds?, und der auf a, basierte absolute Differential- 


1 
kalkül ist der übliche Kalkül, welcher für alle V, gilt, die durch Deformation (im ge- 
wöhnlichen Sinne) in sich übergehen. Ist m > 1, so gilt der oben entwickelte absolute 
Differentialkalkül, der auf ©, (d.i. auf a,,) basiert, für alle V„, welehe durch 

m 


Deformation der Speziemin sich übergehen. (Solche Deformation reproduziert 
nicht nur Linienelemente, sondern auch die ersten m— 1 Krümmungen in Ry aller 
Kurven auf V,„.) Diese Behauptung folgt einerseits daraus, daß — infolge der speziellen 
Form von P und Q in (1) — mit ©, auch alle ®; (f< m) durch obengenannte De- 


formation reproduziert werden, anderseits daraus, daß sich Öx“ aus duf, d2uf,..., duud 
m 

zusammensetzen. — Auf die vielen interessanten Einzelheiten kann hier nicht ein- 

gegangen werden. Hlavatj (Prag). 


Lense, Josef: Über die Ableitungsgleiehungen der ametrischen Mannigfaltigkeiten. 
Math. Z. 34, 721—736 (1932). 

Eine in den euklidischen R, eingebettete V,, wird vom Verf. ametrisch genannt, 
wenn das Linienelement in V,„ identisch verschwindet, wenn also der lineare Tangential- 
raum jedes V„-Punktes P ganz im isotropen Hyperkegel von P liegt. Aus der Theorie 


3 . Durch etwas 


der Gebilde 2. Ordnung ergibt sich leicht für die Dimension m: m = | 3 


air 
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modifizierte Orthogonalitätsbedingungen läßt sich der V,„ ein von Willkürlichkeiten 
möglichst befreites begleitendes n-Bein zuordnen. Wie in der gewöhnlichen Flächen- 
theorie werden als Ableitungsgleichungen die Zerlegungen der Ableitungen der Bein- 
vektoren nach Komponenten im n-Bein selbst untersucht. Dabei treten mehrere 
teils algebraische, teils differentielle Integrabilitätsbedingungen auf, analog den Gauss- 
Codazzischen Gleichungen. Hierdurch läßt sich übersehen, wie das Verschwinden 
einiger Zerlegungskomponenten evtl. zur Folge hat, daß die V,, ganz in einem linearen 
Unterraum des R,„ liegt. Der Fall n = 6, der ja für die Isometrie zweier Flächen des 
R, Bedeutung hat, wird etwas genauer behandelt. OCohn-Vossen (Köln). 

Pastori, Maria: I sistemi assoluti di Pascal-Vitali e la derivazione parziale dei 
tensori. Atti Pontif. Accad. Sci. 84, 673—692 (1931). 

In der Vitalischen Schreibweise (G. Vitali, Geometria nello spazio Hilbertiano. 
Bologna: Zanichelli 1929) kann man für einen Affinor V%:::52 einfacher V7 setzen. 
Wenn die ganze Zahl p alle Werte zwischen A< B antiehmen kann (A, B ganz), so 
„variiert der Index & in der Klasse (A, B)‘“. Mit o„ bezeichnet man die Zahl der Ziffern 
in &. (Ähnliches gilt natürlich auch für ß.) Setzt man insbesondere 


VE Ta DEU SOON DE 0a KR OF Una 000 
so lassen sich aus jeder umkehrbaren anal. Transformation £— x der n Koordinaten 
die, Syumbole Dax _ 0% Oxaı Oxas Dx, _ () 
Düs OÖ fs+1...Ombe+r Om ' "OR ’ Div, ' 
herleiten, welche (gerade so wie in der gewöhnlichen Affinoralgebra) zur Definition 


der „absoluten“ Größen dienen. Aus (1) folgt sofort, daß, wenn Type, dab = Ipa Zwei 
gewöhnliche Affinoren sind (und g,, den Rang n hat) 


a) 1. = (10.52). b) ne Da, ur -(&,; A) (2) 
absolute Größen sind. (Dabei ist f},} in bezug auf g,, berechnet.) Diese Resultate 
werden von der Autorin auch verallgemeinert. — Ist I; eine absolute Größe und variiert 
& in der Klasse (A, B), ß in der Klasse (A, B+1), so sind nach (1) die Gleichungen 
Lie u fit (wo ö= Kroneckers Delta) 
kovariant. Setzt man = ya, so sind ]';„ die Parameter der Konnexion, welche 
(so wie in dem gewöhnlichen absoluten Differenzialkalkül) zur Herstellung der ko- 
varianten Ableitung dienen. — Mittels Kombination von der durch (2) a), b) beschriebe- 
nen Konstruktion mit dieser kovarianten Ableitung bekommt man aus einer gegebenen 
absoluten Größe neue absolute Größen, welche mehr kovarianten Indizes gegenüber 
der ursprünglichen haben. — Die Autorin berücksichtigt (mit Vitali) auch den Fall, 
daß die lateinischen Indizes außer 1,...,n auch das Symbol O durchlaufen. 
Hlavatyj (Prag). 

Pinte, E.: Sur les d&veloppables de normales ä une varietE & nr dimensions dans 
Pespace hilbertien. ©. R. Acad. Sci. Paris 193, 630—632 (1931). 

Im Hilbertschen Raum sei eine V„(V) durch eine Funktion f(t,%,,...,%,) 
gegeben (Bezeichnungen bei Vitali, Geometria nello spazio Hilbertiano. Bologna 1929). 
Es wird gefragt nach einparametrigen Scharen von Normalen f+ wY (w Parameter 
auf der Normalen Y), die eine Torse bilden. Für eine derartige Schar müssen Gleichungen 


d 
Don I (a — ubn)du = 0. a) 
l&r Zr wb;,| = =0 ’ (2) 
dY — —Darkb.indw, (3) 
ü,h,k 


erfüllt sein. Für eine Wurzel w(w,,...,%,, Y) von (2) sind (1) und (3) bei Vorgabe 
einer Anfangsnormalen Y, eindeutig lösbar. — Dafür, daß (1) und (2) in einem 


| 
| 
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Punkt n orthogonale, von der Wahl von Y unabhängige Richtungen m}, ma, ..., my 
(k=1,2,...,n) definieren, ist notwendig und hinreichend: 
Zfymim; =. (h=+k) 
%,7 
Derartige Punkte werden n-edrisch genannt. — Es wird gesagt: Eine V,„ besitzt eine 
„developpee“ (Evolutenmannigfaltigkeit), wenn sich in jedem Punkt der V,„ eine Normale 
anbringen läßt, die gleichzeitig n feste V,, (die Mäntel der Evolute) berührt. Notwendig 
und hinreichend dafür, daß eine V,„ eine Evolute besitzt, ist, daß jeder ihrer Punkte 
n-edrisch ist. Dann ist (3) vollständig integrabel und, es gibt in der V, n n — 1-para- 
metrige Scharen von Krümmungslinien. W. Fenchel (Göttingen). 
Bol, &.: Topologische Fragen der Differentialgeometrie. XXXIV. Über topologische 
Invarianten von zwei Kurvenscharen im Raum. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 9, 
15—47 (1932). 3 3 
Es eher die Invarianten zweier durch die linearen Differentiatoren A, = at ir 


1 
und J,= > re „, datgestellter Kurvenscharen gegenüber Punkttransformationen 


und EN A,=14,, A,=wu4, (A und u beliebige Ortsfunktionen) 
aufgestellt. Man erhält alle Invarianten gegenüber Punkttransformationen aus den 6 Zu- 
sammensetzungsfunktionen c;; der 5 Differentiatoren A,, A,, (Ay, A) =A,1As—AgA, 
=4s,, (A,, 4,3) und (A,, A,) und den Ableitungen der c;, nach den A,. Aus diesen 
„topologischen“ Invarianten sind dann die Funktionen A, u und ihre Ableitungen zu 
eliminieren. Die großen rechnerischen Schwierigkeiten der Elimination reduziert Verf. 
durch die Bemerkung, daß die Umnormungen eine Gruppe bilden, so daß man also 
nach 8. Lie nur die Invarianten gegenüber den infinitesimalen Transformationen 
der Gruppe aufzustellen hat. Besonders wichtig für die Theorie sind zwei ‚‚Halbinvari- 
anten‘“ A! und A? in der fünften Differentiationsordnung (4!= A uA!, 4?= 14342). 
Die. ersten 3 absoluten Invarianten: treten in der sechsten Ordnung auf, 11 weitere 
in der siebenten. Diese Invarianten werden explizit angegeben; über die weiteren erhält 
man eine vollständige Übersicht. A1= A?= Oheißt, daß alle Invarianten verschwinden. 
Projiziertt man A, mit Hilfe von A, auf eine Fläche, so erhält man ein dem System 
A,, A, eineindeutig Dt zweiparametriges Kurvensystem mit der Differen- 
2» 
tialgleichung ii ER KARTE Fr . Projiziert man A, mit A,, so erhält man die „adjun- 
gierte“ Differentialgleichung. Die von Tresse und Thomsen aufgestellte Invarianten- 
theorie der zweiparametrigen Kurvensysteme wird aufs neue entwickelt. A!=0 


bedeutet, daß » ein kubisches Polynom in 2 ist, 47 Zi bedeutet dasselbe für die ad- 


jungierte Gleichung. A!= A?= 0 kennzeichnet die aut 9 7 =0 abbildbaren Differential- 


gleichungen. Das Vorhandensein zweier mit A, und FR in sechster Ordnung invariant 
verbundener räumlicher Kurvenscharen wird Wedontage Zwei Parallelismen, bei denen 
nur spezielle Richtungen „fernübertragbar‘“ sind, während alle übrigen Richtungen 
und die „Längen“ im allgemeinen nicht integrabel sind, werden aufgestellt. Zum 
Schluß wird ein Ergebnis von Koppisch bewiesen, daß es unendlich viele Klassen 
von Differentialgleichungen vom Charakter der kubischen Klasse gibt. 
Günter Howe (Hamburg). 

Blaschke, Wilhelm: Topologische Fragen der Differentialgeometrie. XXXV. Zwei 
Kurvenscharen und eine Flächenschar. Abh. math. Kir Hamburg. aa 9, 48—63 
(1932). 


Zwei durch die linearen Differentiatoren A DI I—  darge- 


stellte Kurvenscharen und eine Flächenschar f = Kt bilden eine fänkältche u die 
mit bestimmten Scharen von Transformationen in den Flächen fim Zusammenhang steht. 
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Geht man auf einer A-Kurve von f, bis f und kehrt man auf der durch den Schnitt- 
punkt der A-Kurve mit f hindurchgehenden B-Kurve nach f, zurück, so erhält man in 
f, eine eingliedrige Schar von Transformationen mit dem Parameter f. Umgekehrt 
kann man jeder eingliedrigen Schar von Abbildungen in einer Fläche eine „A, B, f- 
Figur“ zuordnen, die rückwärts wieder zu dieser Schar von Abbildungen führt. Bilden 
die Abbildungen eine Gruppe, so ist die Figur zwei Bündeln paralleler Geraden und einem 
Büschel paralleler Ebenen gleichwertig. Scharen vertauschbarer Abbildungen sind 
gekennzeichnet durch die Geschlossenheit einer räumlichen Figur, des ‚„Bolschen 
Sechsecks“. Vertauscht man eine endliche Transformation mit einer infinitesimalen, 
so ergibt sich, daß in jeder Fläche f eine eingliedrige Gruppe existiert, die mit der zu 
der Fläche gehörenden Schar von Transformationen vertauschbar ist. Die Bahnkurven 
dieser verschiedenen Gruppen kann man mit Hilfe von A-Kurven auf ein und dieselbe 
Fläche /, projizieren. Alle diese Gruppen sind mit der f,-Schar vertauschbar. Mit 
Hilfe dieser Gruppen wird gezeigt, daß die Transformationen jeder f-Schar in die Gestalt 
u = u+ o(w), v* = v+ y(w) gebracht werden können. Vier Differentialgleichungen 
erweisen sich als notwendig und hinreichend für die Vertauschbarkeit. Bei geeigneter 
Normung des Parameters w ist eine bestimmte Funktion P(w) die einzige wesent- 
liche Invariante. w ist dabei die „Affinlänge“, P(w) die ‚„Affinkrümmung‘ der Bahn- 
kurven. Zu jedem P(w) gibt es eine bis auf Affinitäten eindeutige Schar vertauschbarer 
Transformationen. — Jede A, B, f-Figur mit 
YZ-YZ6 Z2X-ZX0 
EEE TEL RER 
f = 2 besitzt die Vertauschbarkeitseigenschaft, und umgekehrt kann jede A, B, f-Figur 
mit geschlossenen Bolschen Sechsecken auf unendlich viele Arten in diese Gestalt 
gebracht werden. (X,X z.B. sind Funktionen von « allein.) Howe (Hamburg) 
Kähler, Erich: Topologische Fragen der Differentialgeometrie. XXXVI. Zur In- 
variantentheorie von Differentialoperatoren. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 9, 
64—71 (1932). e 
Aus einem System von drei linearen Differentiatoren A; = Da; 52, im R, erhält 
7 
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man durch lineare Kombination der „Klammerausdrücke“ mit Hilfe der A, neun 
Zusammensetzungsfunktionen c;,. Die c,;, und ihre invarianten Ableitungen nach den 
A, bilden ein vollständiges Invariantensystem der A, gegenüber Punkttransformationen. 
Zwischen den c;; bestehen drei aus der ‚„Jakobi-Identität‘ entspringende Relationen. 
Verf. beantwortet die Frage, ob umgekehrt neun Funktionen c;;, zwischen denen die 
Jakobi-Relationen bestehen, ein System A, bis auf Punkttransformationen eindeutig 
bestimmen, wie es im Spezialfall der kontinuierlichen Gruppen (konstante c;;) der 
Fall ist. Unter bestimmten algebraischen Voraussetzungen wird durch Benutzung 
eines allgemeinen Existenzsatzes von Riquier über partielle Differentialgleichungen 
gezeigt, daß es zu gegebenen c;;, die die Jakobi-Relationen erfüllen, unendlich viele, 
von willkürlichen Funktionen zweier Veränderlicher abhängende Systeme 4, gibt, 
die im allgemeinen auch topologisch verschieden sein werden. Howe (Hamburg). 

Zariski, Oscar: Topologieal questions of differential geometry. XXXVIH. On qua- 
drangular 3-webs of straight lines in space. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 9, 
79—83 (1932). 

Das allgemeinste System von krummflächigen, aber geradlinigen Punktkoordinaten 
hängt nach W. Blaschke mit den homogenen projektiven Koordinaten x; des R, 
so zusammen: 


=, +bu+ cv +dw+t evw+ wu + guv + h,uvw. 
(a;... A; const, u, v, w bestimmt bis auf Substitutionen u* = p(u), usw.) Verf. 
behandelt den Ausnahmefall, daß eine der Koordinatenflächenscharen eben ist, während 
die übrigen wie früher Quadriken sind. Man erhält entweder Grenzfälle des von 


| 
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Blaschke angegebenen Typs oder einen wesentlich neuen Typ, der von zwei willkür- 
lichen Funktionen abhängt. In diesem Falle ist die Ebenenschar dual zu einer kubischen 
Raumkurve, und die Schnittgeraden der Ebenen bilden die w-Kurven. Die v- und 
v-Linien in einer Ebene kann man willkürlich vorgeben, während die übrigen durch die 
(durch die w-Linien vermittelte) Kollineation zwischen den einzelnen Ebenen dann 
schon bestimmt sind. Entartet die Ebenenschar in ein Ebenenbüschel, so bilden die 
w-Linien eine lineare Kongruenz. Günter Howe (Hamburg). 

Bol, 6.: Topologische Fragen der Differentialgeometrie. XXXVII. Über zwei 
Kurvenscharen und eine Flächensehar. Abh. math. Semin. Hamburg. Univ. 9, 93—94 
(1932). 

Projiziert man in einer A, B, f-Figur, die die Vertauschbarkeitseigenschaft besitzt, 
die A-Kurven mit Hilfe von B und die B-Kurven mit Hilfe von A, so sind die beiden ent- 
stehenden Differentialgleichungen topologisch äquivalent (vgl. Nr. XXXIV u. XXXVd. 
Reihe). Daraus ergibt sich: Die einzigen Gewebe aus zwei Kurvenscharen, die sich durch 
Hinzunahme einer Flächenschar zu einer A, B, f-Figur mit Vertauschbarkeitseigenschaft 
ergänzen lassen, gestatten eine in bezug auf beide Kurvenscharen transitive zweiglied- 


2 
rige Abelsche Gruppe. Ihre Differentialgleichung hat die Form n — E) . Speziell 
5 ıl 


sind die beiden Differentialgleichungen zu y'’ = 0 äquivalent, wenn P=0,P= Zi 


(Parabeln und w-Kurven der ebenen Affingeometrie) oder P= p(w) (Periodenwinkel 3) 2 


Günter Howe (Hambursz). 

Vahlen, K. Th.: Zwei Beweise für die isoperimetrische Haupteigenschaft des Kreises. 
Ann. Mat. pura ed appl., IV. s. 10, 121—124 (1932). 

Es werden zwei Beweise der isoperimetrischen Ungleichung für Polygone angegeben. 
Beim ersten Beweis wird durch endlich oft wiederholte Anwendung von einigen ein- 
fachen Operationen aus einem Polygon ein umfangsgleiches reguläres mit größerem 
Inhalt hergestellt. (Das vom Verf. geschilderte Verfahren zur Beseitigung einspringen- 
der Ecken bedarf einer kleinen Abänderung, um stets ausführbar zu sein.) Der zweite 
Beweis ist nur unwesentlich von dem Bonnesens verschieden. (Vgl. z. B. dessen 
Buch: Les problömes des isoperimetres et des isepiphanes. Paris 1929, 60—61.) 

W. Fenchel (Göttingen). 

MeShane, E. J.: On a certain inequality of Steiner. Ann. of Math., II.s. 33, 125 
bis 138 (1932). 

Wenn zwei Flächen sich in der Form 2 = f,(z,y), 2= f,(x,y) darstellen lassen, 
wo f, und /, im selben Gebiet der x, y-Ebene definiert sind, so ist nach Steiner der 
Flächeninhalt der Fläche z= %(f,+ fs) kleiner oder gleich dem arithmetischen Mittel 
der Inhalte von z= f, und 2= f,. Verf. bemerkt zunächst, daß dies auch richtig ist, 
wenn die Flächeninhalte nur im Sinne von Lebesgue existieren. Die Arbeit beschäf- 
tigt sich mit der Angabe von hinreichenden Bedingungen dafür, daß das Gleichheits- 
zeichen ausgeschlossen ist. Das ist z. B. der Fall, wenn f,, fs stetig sind, f,— f, nicht 
konstant ist und die beiden Flächeninhalte sich durch die üblichen Integrale (im 
Lebesgueschen Sinne) darstellen lassen. Ferner, wenn f,,/, stetig, die Flächen- 
inhalte endlich sind und wenn (p1— P3)?+ (91— 93)? > O in einer Menge von positivem 
Maß. (Hierbei bedeuten 9;,g; die partiellen Derivierten von f;.) Als Anwendung 
hiervon wird eine notwendige Bedingung dafür angegeben, daß die Flächeninbalte 
einer gleichmäßig konvergenten Folge von Flächen der betrachteten Art gegen den 
Flächeninhalt der Grenzfläche konvergieren. In Verbindung mit diesen Sätzen folgt 
aus der Radöschen Lösung des Plateauschen Problems [Math. Z. 32, 763 (1930)] 
der folgende Satz über Minimalflächen der Form 2= f(x, y): Durch eine geschlossene 
Raumkurve mit eindeutiger konvexer Projektion auf die x, y-Ebene geht genau eine 
Minimalfläche der Gestalt z= f(z, y), die zugleich die einzige stetige Fläche kleinsten 
Flächeninhalts von dieser Form ist. Ferner folgt: $ sei eine Fläche kleinsten Flächen- 


328 


inhalts durch eine Raumkurve. Dann ist jeder Teil von 8, der sich eineindeutig auf 
eine Ebene projizieren läßt, Stück einer Minimalfläche. W. Fenchel (Göttingen). 

Douglas, Jesse: Seven theorems in the problem of Plateau. (Dep. of Math., Massa- 
chusetts Inst. of Technol., Cambridge [U.S.A.].) Proc. Nat. Acad. Sci. U.8.A. 18, 83—85 
(1932). 

Der Verf. kündigt eine Anzahl von Resultaten an, die sich auf zwei sich nicht 
schneidende Jordan-Kurven /', und I’, und die Frage beziehen, ob es zweifach zu- 
sammenhängende von Z', und /', berandete Minimalflächen (im Sinne der Weier- 
strass’schen Formeln) gibt. Er behauptet ‚ja‘ in folgenden Fällen: 1. Wenn es von 
I’, und I’, berandete, doppelt zusammenhängende Flächen gibt, deren Inhalt kleiner 
ist als die Summe der Inhalts der von I", und J', allein berandeten einfach zusammen- 
hängenden Minimalflächen M, und M,. 2. Wenn J', und J’, miteinander verschlungen 
sind. 3. Wenn M, und M;, einen in einem gewissen Sinne „regulären“ Punkt gemeinsam 
haben. — Als wesentliches Hilfsmittel wird eine Verallgemeinerung des früher (vgl. 
dies. Zbl. 1, 141) vom Verf. eingeführten Funktionals A(g) angegeben. H. Lewy. 

Süss, Wilhelm: Bestimmung einer geschlossenen konvexen Fläche durch die Gauss- 
sche Krümmung. Sitzgsber. preuß. Akad. Wiss., Phys.-math. Kl. H. 30/32, 686 bis 
695 (1931). 

Sur une surface fermee l’integrale de surface du vecteur normal (Z) de longueur 
unite est nulle. Minkowski a d&montre que, pour une surface convexe, cette condition 
est aussi suffisante, en ce sens que, si l’on donne sur la sphere (£) derayon l une fonction , 
continue et positive f(£) satisfaisant &: 


[er do= 0 

Yintegration &tant &tendue & la sphere entiere, il existe une surface convexe, definie & 
une translation pres, et une seule, telle que f(Z) soit l’inverse de la courbure totale au 
point de normale £. [Pour ne pas &tre oblige de supposer d’autres conditions de regularite 
sur f(£), qui alourdiraient la demonstration et en diminueraient la portee, on est conduit 
a etendre la notion de Gauss.] L’auteur demontre & nouveau ce resultat d’une fagon 
plus simple que celle de Minkowski et il l’Etend & l’espace & un nombre quelconque 
de dimensions. Il etudie d’abord l’espace des fonctions d’appui convexes, cet espace 
est normal et convexe ce qui permet de demontrer l’existence d’une solution du probleme 
de variations dont depend le resultat. L’unicite de cette solution est d&emontree d’une 
maniere nouvelle et enfin l’existence de la surface correspondante est obtenue d’une 
facon tres simple. J. Favard (Grenoble). 
Topologie: 

König, Dönes: Graphen und Matrices. Mat. fiz. Lap. 38, 119 (1931) [Ungarisch]. 

Es wird bewiesen: Für jeden paaren Graphen ist die Minimalzahl 
derjenigen Knotenpunkte, welche die Kanten des Graphen erschöpfen, 
gleich der Maximalzahl von Kanten, welche paarweise keinen gemein- 
samen Endpunkt besitzen. — Wir sagen, daß die Knotenpunkte A,, A,,..., A, 
die Kanten eines Graphen ‚erschöpfen“, wenn jede Kante des Graphen in einem der 
Punkte A,, Ag,..., A, endet. — In der Sprache der Matrizes besagt der Satz: Für 
jede Matrix ist die Minimalzahl derjenigen Reihen (Zeilen und Spalten), 
welche in ihrer Gesamtheit sämtliche nichtverschwindende Elemente 
der Matrix enthalten, gleich der Maximalzahl paarweise reihenfremder 
nichtverschwindender Elemente der Matrix. Autoreferat. 

Whitney, Hassler: Congruent graphs and the conneetivity of graphs. Amer. J. Math. 
54, 150—168 (1932). 

Es werden Kriterien dafür angegeben, daß sich umkehrbar eindeutige Zuordnungen 
zwischen den Strecken zweier Graphen zu Isomorphismen der Graphen erweitern 
lassen. Weiter werden die Zusammenhangsverhältnisse von Graphen erörtert und die 
Ergebnisse auf duale Graphen angewandt. Reinhold Baer (Halle a. 8.). 


| 
| 
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Banach, $.: Über metrische Gruppen. Studia Math. (Lwöw) 3, 101—113 (1931). 

Metrische Gruppen sind metrische Räume, in denen Multiplikation und Reziproken- 
bildung stetige Operationen sind. Eine Untergruppe U einer metrischen Gruppe M, 
die in bezug auf M der Baireschen Bedingung genügt, ist entweder von erster Kategorie 
oder offen und abgeschlossen. Hieraus folgt, daß die Menge der Punkte, in denen eine 
Folge stetiger homomorpher Abbildungen von M auf Untergruppen einer metrischen 
Gruppe konvergiert, entweder von erster Kategorie oder offen und abgeschlossen ist. — 
Ist M überdies separabel, so ist jede stetige homomorphe Abbildung von M sogar 
umkehrbar stetig. Reinhold Baer (Halle a. $.). 

Whyburn, 6. T.: On the deeomposability of elosed sets into a countable number 
of simple sets of various types. Amer. J. Math. 54, 169—175 (1932). 

Le probleme de K.Menger d’etablir des conditions topologiques necessaires 
et suffisantes, pour qu’une courbe O (= continu & 1 dimension) soit une somme au plus 
denombrable d’arcs simples, n’ayant &t& r&solu que pour quelques classes speciales 
de courbes, il est attaque par l’auteur dans sa forme la plus generale, oü C est un espace 
arbitraire mötrigue compact et les arcs simples sont remplaces par des elöments d’une 
classe $ quelconque d’ensembles fermes. A& ot ACC designant alors le &-&me 
ensemble derive „gen£ralise“ de A relatif ä la classe $ (notion introduite par Pauteur 
et qui coincide avec celle d’ensemble deriv& cantorien, lorsque R est la classe des 
ensembles qui se reduisent & un point), & savoir: l’ensemble des points we Ag! (avec 
Ay— 4) dont aucun entourage V, ne remplit la condition A&1-VY,cKcC 
pour Keft, ou ensemble 774%, suivant que le nombre ordinal & — 1 existe ou non, 

<a 


ß 
ce probleme gen£ral se resoud par le th. suivant: pour que C soit une somme au plus 
denombrable d’ensembles appartenant & 8, il faut et il suffit que l’on ait 0=0 
pour un & <Q, ou — ce qui revient au m&me — que tout AC ( contienne au moins 
un point & tel que l’on ait A-V„CKcC pour un voisinage V, de x et pour un 
Kef. Si C est un continu, cette condition entraine l’existence dans (' d’une famille 
dense d’ensembles ouverts contenus dans des Ke situes dans C. La solution du pro- 
bleme de K. Menger s’en obtient, en designant par 8 la classe des arcs simples; comme 
famille dense d’ensembles ouverts en question on a alors celle d’arcs libres, c.-&-d. 


d’arcs L tels que © — L.n’en contient tout au plus que les extr&mites. Autres appli- 
cations: pour qu’un continu localement connexe ( soit une somme au plus denombrable 
de dendrites (= de continus loc. connexes ne contenant aucune courbe simple fermee), 
il faut et il suffit que les composantes non ponctiformes de tout ensemble ferm& Ac C 
constituent une suite de dendrites de diametre tendant vers 0. On en deduit p. ex. 
que tout continu CO qui est une somme au plus denombrable de continus d&pourvus 
de sous-continus de condensation contient une famille dense d’arcs libres; de plus, tout 
sous-ensemble de © de dimension O contient alors des arcs simples. Pour les sommes 
finies, Je probleme general analogue reste ouvert: l’auteur ne signale qu’une condition 
necessaire, mais non suffisante. B. Knaster (Varsovie). 

Zippin, Leo: Generalization of a theorem due to €. M. Cleveland. Amer. J. Math. 
54, 176—184 (1932). 

Deux theoremes sur les continus localement connexes (= images continues du 
segment rectiligne) non denses C situes dans l’espace euclidien EB, & n dimensions, 
tous les deux analogues & un theor&me signale par C.M.Cleveland [Bull. Amer. math. 
Soc. 86, 331 (1930), Abstrakt], mais contenant davantage et n’applicables qu’aux 
cas de n> 2. Etant donne un ensemble ferm& ponctiforme BC E, ne divisant pas 
C (resp. ne le divisant pas localement), il existe (theor&me I) un arc simple ou un rayon 
(suivant que B est borne ou non) Z & une ou deux extrömites arbitrairement donnees 
dans B et tel que 1° BCLCE,,2° L:C soit ponctiforme et ne divise pas ( (resp. 
ne le divise pas localement), 3° L-0 — Bc.0"-!, oü 0*-! designe l’ensemble des 
points de C & dimension >n — 1. Dans les m&mes hypothöses, il existe (th&or&me II) 
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une dendrite & proprietes 1°—3° et, en outre, telle que B en soit l’ensemble des ex- 
tr&mites. Le cas particulier du theoremel oü B se reduit & 2 points de BE, — Ü cons- 
titue une generalisation d’un theoreme de R. L. Moore [Proc. Nat. Acad. Sci. U. 8. A. 
12, 750 (1926)] et celui ou (est de dimension <n — 2 et BC serait d’apres l’auteur 
une generalisation du theor&me de CO. Zarankiewicz, qui concerne toutefois l’acces- 
sibilite dans E, d’un point quelconque situ dans un continu 1-dimensionnel quel- 
conque. Une autre application permet de preeiser l&gerement le theor&me connu de 
R.L. Moore et J.R. Kline sur la possibilite de passer un arc simple par certains 
ensembles fermes, en considerant dans E, l’ordre de ce passage. — Si, plus generalement, 
Ü est un espace metrique, separable, complet, connexe et localement connexe, la con- 
dition necessaire et suffisante pour que tout ensemble compact et ponctiforme BcC 
soit celui des extr&emites d’une dendrite DC C est qu’aucun ensemble B de ce genre 
ne divise O, m&me localement. — L’auteur indique enfin une modification convenable 
des theoremes I et II pour le cas oü le continu Ü’ admet des points interieurs. 

B. Knaster (Varsovie). 

Severi, Francesco: Sulla topologia e sui fondamenti dell’analisi generale. Rend. 
Semin. mat. Roma, II. s. 7, 5—7 (1931). 

Bericht über einen Vortrag, in dem die einfachsten topologischen Begriffe zu- 
sammengestellt wurden. Es handelt sich dabei um die Begriffe der abgeschlossenen 
Menge, des Homöomorphismus u. dgl. einerseits und die eines Simplexes, einer Mannig- 
faltigkeit usw. andererseits. Von topologischen Sätzen werden erwähnt: die Invarianz 
der Dimensionszahl und des n-dimensionalen Gebietes, der (n-dimensionale) Jordan- 
Brouwersche Satz und ähnliche. Der Bericht ist in aller Kürze gehalten, so daß ins- 
besondere auch auf sämtliche Beweise verzichtet werden mußte. P. Alexandroff. 

Severi, Francesco: Reticolazione di una varietä topologiea: Topologia combinatoria. 
Rend. Semin. mat. Roma, 1I.s. 7, 7—10 (1931). 

Bericht über einen den einfachsten Begriffen der kombinatorischen Topologie 
gewidmeten Vortrag. Es werden in der Hauptsache Simplexzerlegungen von Mannig- 
faltigkeiten beschrieben. P. Alexandroff (Moskau). 

Severi, Francesco: Corrispondenze topologiehe. Matriei di ineidenza. Il teorema 
prineipale. Rend. Semin. mat. Roma, Il.s. 7, 11—16 (1931). 

Weiterer Ausbau der Grundbegriffe der kombinatorischen Topologie bis zum 
Alexanderschen Invarianzsatz für die Bettischen Zahlen (letzterer wird als theorema 
prineipale bezeichnet). Verf. bringt auch den Poincareschen Dualitätssatz. Die Dar- 
stellung behält den knappen referierenden Charakter der beiden ersten Berichte; es 
werden höchstens nur die Grundideen der Beweise angegeben P. Alexandroff. 

Severi, Francesco: Omotopie e isotopie. Orientamenti. Matriei di orientamento. Numeri 
di Betti e torsioni di Poineare. Rend. Semin. mat. Roma, II.s. 7, 16—22 (1931). 

Nach einer kurzen Wiedergabe der Begriffe der Homotopie und Isotopie wird aus- 
führlich über die Orientierung bzw. die Orientierbarkeit n-dimensionaler Mannigfaltig- 
keiten berichtet. In diesem Zusammenhange werden auch die Torsionskoeffizienten aus- 
einandergesetzt. Es werden schließlich die Lefschetzschen Resultate über die Zusammen- 
hänge zwischen der Topologie und der algebraischen Geometrie erwähnt. P. Alexandroff. 

Severi, Franceseo: L’indice di Kronecker. Spazi funzionali. Tipi di dimensione. 
Rend. Semin. mat. Roma, II.s. 7, 22—29 (1931). 

Kurzer Bericht über die Schnittzahlen (Kroneckerscher Index) und deren Anwen- 
dungen auf stetige Abbildungen (Brouwerscher Abbildungsgrad, Lefschetzsche Fix- 
punktformel). Auch hier werden die Anwendungen auf die algebraische Geometrie 
im Auge behalten. P. Alexandroff (Moskau). 

Severi, Franceseo: I fondamenti dell’analisi. Rend. Semin. mat. Roma, II. s. 7, 
30—37 (1931). 

Kurzer Bericht über die Topologie der Funktionenräume und den Frechetschen 
Begriff der Dimensionstypen. P. Alexandroff (Moskau). 
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Pontrjagin, L., et L. Schnirelmann: Sur une propriet& mötrique de la dimension. 


| Ann. of Math., II. s. 33, 156—162 (1932). 


Es sei F ein kompakter metrischer Raum. Für beliebiges &>0 bezeichne N (e) 


| die (von der Metrik in F abhängende) kleinste Zahl n mit der Eigenschaft, daß sich F 
, in n abgeschlossene Teilmengen mit Durchmessern <e zerlegen läßt. Als metrische 
Ordnung bezeichnen die Verff. die Zahl lim, inf (— logN(e)/loge) und beweisen, 
| daß die untere Grenze aller metrischen Ordnungen von F (für alle Metriken in F) 
© gleich der mengentheoretischen Dimension von F ist. Nöbeling (Wien). 


Kerekjärtö, Bela: Zur Topologie der offenen Flächen. Mat. fiz. Lap. 38, 146—155 
(1931) [Ungarisch]. 
Auf Grund einer neuen Definition des Begriffes von Randstücken wird das Problem 


| der Klassifizierung von offenen Flächen behandelt. Autoreferat. 


Brown, Arthur B.: Topologieal invariance of sub-complexes of singularities. Amer. 
J. Math. 54, 117—122 (1932). 

The author proves that in any complex K" the subcomplex K*-1 is invariant 
consisting of those (n — 1)-simplexes incident with exactly p n-simplexes (p & 2), and 
shows what kind of invariant subcomplexes and characterisations of special kinds of 
K" can result from repeated application of this theorem. He then gives a definition 


\ of those points of K” which cannot appear in invariant subsets of K* of dimension 


lower then 9,p=n, which points together with their limitpoints from the largest possible, 


| everywhere p-dimensional, invariant subset of K*. But he cannot give any rule to 


determine these pointsets. E. R. van Kampen (Baltimore). 
Hausdorff, Felix: Zur Theorie der linearen metrischen Räume. J. f. Math. 167, 
294—311 (1932). 
Verf. gibt eine systematische Darstellung der Theorie der linearen metrischen 
Räume (abstrakte affine Räume) und ihrer linearen Abbildungen. Dabei wird die 
Vollständigkeit der zu betrachtenden Räume nicht vorausgesetzt. Jede lineare ab- 


geschlossene Menge F eines solchen Raumes E bestimmt einen Quotientenraum 


E/F, welcher ebenfalls ein linearer metrischer Raum ist. Wenn Z, linear und stetig 
auf eine ın E, liegende Menge L, abgebildet ist, so bezeichnet man mit F, das Urbild 


des Nullpunktes von E, bei dieser Abbildung. Der Quotientenraum Z,/F, wird dann 


eineindeutig und stetig auf L, abgebildet (die Eineindeutigkeit und der lineare 
Charakter der Abbildung folgt übrigens aus dem Homomorphiesatz von E. Noether). 
Die Abbildung von E,auf Z, heißt stetig umkehrbar, wenn die inverse Abbildung 
von L, auf E,/F, stetig ist. Ist E, vollständig, so ist ein stetiges Bild entweder voll- 
ständig oder in sich von der ersten Kategorie. Im ersten Fall ist die Abbildung stetig 
umkehrbar, im zweiten nicht (1. Hauptsatz). Neben zwei Räumen Z, und E, 


‚ wird der Raum Z, der linearen stetigen Abbildungen s von E, in E, betrachtet. Die 


' Abbildungen u von E, in den Raum der reellen Zahlen nennt man Linearformen 


in E,; sie bilden den zu Z, konjugierten Raum Z,. Die Linearformen in E, werden 
mit v bezeichnet; sie bilden den Raum Z,. Es sei (1) y= sz eine stetige Abbildung 
von E, in E,. Die Gleichung vy= v(sy) = ux bestimmt eine stetige Abbildung 
(2)u= vs von E, in E,. Zur Auflösbarkeit von y= sx nach z (bei festem %) ist not- 
wendig, daß für alle v, mit v,s = 0 auch v,y = 0 sei. Zur Auflösbarkeit von u = vs 
nach v (bei festem «) ist notwendig, daß für alle &, mit s&,— 0 auch ux, = 0 ist. 
Die Gleichungen (1) bzw. (2) heißen normal auflösbar, wenn für alle y (bzw. alle «) 
diese Bedingungen nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend sind. Ist die Dimen- 
sionszahl von E endlich, so ist jede Gleichung (1) bzw. (2) normal auflösbar. Die Gleichung 
y= s& ist dann und nur dann normal auflösbar, wenn die Menge Z,= sE, in E, 
abgeschlossen ist (2. Hauptsatz). Zur normalen Auflösbarkeit von uv= vs ist die 
stetige Umkehrbarkeit von y= sx notwendig und hinreichend. 
Kolmogoroff (Moskau). 
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Quantentheorie. 


Planck, Max: Der Kausalbegriff in der Physik. S.-B. preuß. Akad. Wiss. H. 2/4, 
18—19 (1932). 

Ruark, Arthur E.: Natural units for atomie problems. Physic. Rev., II. s. 38, 
2240—2244 (1931). 

Wiederholt wurde früher der Vorschlag gemacht, ein physikalisches Maßsystem 
einzuführen, das anstatt willkürlicher Einheiten solche Einheiten zugrunde legt, daß 
in ihnen ausgedrückt wichtige universelle Konstanten den Wert Eins annehmen. 
In der vorliegenden Arbeit werden zwei „natürliche‘‘ Systeme A und B vorgeschlagen, 
die besonders zur Behandlung von Atomproblemen nach der Quantenmechanik ge- 
eignet erscheinen. In beiden Systemen wird die Lichtgeschwindigkeit und die Ruh- 
masse des Elektrons gleich Eins gesetzt, ferner im System A als Längeneinheit die 
Größe h?/4nn?m,ye?, der Radius der ersten Bohrschen Wasserstoffbahn und im System B i 
die Größe h/2rrm,c, die mit dem Compton-Effekt zusammenhängt. Die Elektronen- 
ladung erscheint in A gleich der Sommerfeldschen Feinstrukturkonstanten, in B gleich 
der Wurzel daraus. Im System B erhält das Wirkungsquantum den Wert 2z, die. 
Heisenbergsche Vertauschungsrelation erhält die Gestalt Ba — qp=-—i-1 und die 
Schrödinger-Gleichung die Gestalt Ay +2(E—- V)y= Fürth (Prag). 

Sommerfeld, A.: Sur quelques probl&mes de RE ondulatoire. Ann. Inst. 
Poincare 2, 1—24 (1932). l 

Kurzer Bericht über neuere Arbeiten des Verf. und seiner Mitarbeiter. Es werden 
jeweils nur die Ansätze und Resultate besprochen. Teil I beschäftigt sich mit der 
Richtungsverteilung der von kurzwelligem Licht ausgelösten Photoelektronen auf 
Grund der bekannten Arbeiten von Sommerfeld und Schur [Ann. Physik 4, 409 
(1930)], Sauter [ebenda 9, 217; 11, 454 (1931); vgl. dies. Zbl. 2, 97 u. 431], Fischer 
[ebenda 8, 821 (1931); vgl. dies. Zbl. 1, 313]. Vergleich mit den Beobachtungen von 
Lutze [Ann. Physik 9, 853 (1931)] (K-Schale) und Auger (L-Schale). Teil II handelt 
von der durch Allis und Morse [Z. Physik 70, 567 (1931); vgl. dies. Zbl. 2, 310] über 
Sommerfelds Anregung auf Grund des Slaterschen Atommodells und mittels der Me- 
thode der Reihenentwicklungen durchgeführten Berechnung des Ramsauer-Effektes. 
Einleitend wird das Verhältnis dieser letzteren Methode, die eine Entwicklung nach 
de Broglie — Wellenlänge des Stoßteilchens/Atomdurchmesser — darstellt, zur Bornschen 
(Kirchhoff-Huyghenssches Prinzip), die nach Potenzen von v,/v (vu: Geschw. d. Atom- 
elektrons, v: Geschw. d. Stoßteilchens) fortschreitet, also unabhängig von der Masse des 
Stoßteilchens gilt, besprochen [Moller, Z. Physik 66, 513 (1930); Distel, Diss., Mün- 
chen 1931]. Teil III handelt von der Theorie der Röntgenbremsstrahlung des Verf. 
[inzwischen erschienen: Ann. Physik, V.F. 11, 257 (1931); vgl. dies. Zbl. 3, 142], die durch 
Verwendung der durch Beugung am Atomkern modifizierten ebenen Welle auch als 
Endzustand des Bremsvorgangs eine anschaulichere Lösung des Problems gibt, als dies 
in den Arbeiten von Oppenheimer und Sugiura der Fall war. Guth (Wien). 

Hill, E.L.: A note on the general solution of Schrödinger’s equation and the un- 
certainty prineiple. (Dep. of Phys., Univ. of Minnesota, Minneapolis.) Physic. Rev., 
II. s. 38, 2115—2121 (1931). By 

Die ah Schrödinger-Gleichung Fr P + 4n? («,E)y=0 mit 


&(z2,E) = Se - Y2m(E — V(x)) hat eine Lösung 
KR ED ER 6) a le E Keea 


mit a 
er et (+ Ariaa)c)), 
d 1 din 
er eg a . (etrie®c, — (1 — 4nio2) 6); 


die Stromdichte wird I- ha( iu 


[lei (&) |? — |eg(&) |] = const. 
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‚ Der Verf. deutet dies als zwei sich in entgegengesetzter Richtung durchdringende 
, Ströme und entwickelt die Auffassung, daß dem Teilchen an jeder Stelle ein exakter, 


aus der dortigen potentiellen Energie ganz klassisch zu berechnender Wert des 


‚ Impuls-Betrages zuzuschreiben sei [der also gleich Aa(x) ist], während lediglich 
| das Vorzeichen der Geschwindigkeit im quantenmechanisch-statistischen Sinne un- 


bestimmt sei. (Mit der heutigen Auffassung der Quantenmechanik ist diese Deutung 


‚ nicht vereinbar, weil nicht nur der Operator p des Impulses, sondern auch der 
| Operator p? des Impulsquadrates mit der Ortskoordinate x nicht vertauschbar ist.) 


P. Jordan (Rostock). 
Press, A.: Classical energy and the interpretation of Scehroedinger’s W-function. 


) Philosophie. Mag., VII. s. 13, 112—115 (1932). 


Der Verf. will umgehen, daß in der Wellenmechanik die Gesamtenergie und 


‚ die potentielle Energie mit negativem Vorzeichen auftreten können. Er behandelt 


daher auf klassischem Wege die Schwingungen einer unsymmetrischen Membran . 
und kommt durch eine geeignete Transformation zu einer Gleichung, die sich 
von der Schroedinger-Gleichung nur durch das umgekehrte Vorzeichen der totalen 
und der potentiellen Energie unterscheidet. Das bedeutet also, daß in der Gleichung 
des Verf. die positiven Energiewerte dieselbe Rolle spielen wie die negativen in der 


' Schroedinger-Gleichung. Der Ableitung entsprechend ergibt sich damit auch eine 


klassisch-mechanische Deutung der y-Funktion — jedenfalls dann, wenn man, wie der 
Verf. es will, die y-Funktion mit der Funktion identifiziert, die in seiner Gleichung 


‚ die Stellung einnimmt, die die y-Funktion in der Schroedinger-Gleichung hat. 


Hans Lessheim (Breslau). 

Szezeniowski, 8.: The motion of eleetrons in a homogeneous eleetrostatie field 
bounded on both sides. II. Sprawozd. i Prace polsk. Towarz. fiz. 5, 219—250, engl. 
Zusammenfassung 215—219 (1931) [Polnisch]. 

Die Arbeit enthält eine ins einzelne gehende Behandlung der Frage des Durch- 
gangs von Elektronen durch ein an beiden Seiten begrenztes homogenes elektrisches 
Feld nach der relativistischen Quantendynamik von Dirac. Wie der Verf. in der 
unten referierten Arbeit näher ausgeführt hat, sind indessen die Schlußfolgerungen 
wegen Nichtbeachtung des sog. Stokesschen Phänomens bei den Funktionen des 


; parabolischen Zylinders von Ausdruck (130) des polnischen Textes ab nicht auf- 


rechtzuerhalten. O. Klein (Stockholm). 
Sauter, Fritz: Zum „Kleinschen Paradoxon“. (Inst. f. Theoret. Phys., Techn. 
Hochsch., Charlottenburg.) Z. Physik 73, 547—552 (1931). 
Es wird die strenge Lösung der eindimensionalen Diracschen Wellengleichung 
2 2 
für ein Potential e EEE gegeben und für die Diskussion des scheinbaren Durch- 
a 
gangs von Elektronen gegen die Kraft bei einem endlichen Potentialgefälle gebraucht. 
O. Klein (Stockholm). 
Szezeniowski, S.: Eine Bemerkung zur Arbeit von F. Sauter: Zum Kleinschen 
Paradoxon. (Inst. f. Theoret. Phys., Univ. Lemberg.) Z. Physik 73, 553—-559 (1931). 
Der Verf. korrigiert einen Fehler in seiner früheren Arbeit C. R. Soc. Pol. de 
Phys. 5, 215 (1931), wodurch die Diskrepanz mit F. Sauters (vgl. vorstehendes Ref.) 
Berechnung des Durchgangs von Elektronen durch ein Potentialgefälle beseitigt wird. 
O. Klein (Stockholm). 
Rosenfeld, L.: La theorie quantique des champs. Ann. Inst. Poincare 2, 25—91 
(1932). 
Die Arbeit gibt eine eingehende Übersicht über die Versuche, durch eine sog. 
Quantenfeldtheorie eine Verschmelzung der Quantenmechanik mit der allgemeinen 


Elektrodynamik und Gravitationstheorie zu erreichen. In dem ersten Kapitel werden 
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die allgemeinen Methoden dargestellt, hauptsächlich im Anschluß an bekannte Arbeiten 
von Heisenberg und Pauli. Besonderes Interesse beanspruchen wohl hier die $$4 
und 5, wo der Verf. die Transformationsgruppen und Kovarianzeigenschaften der 
Feldgleichungen und Vertauschungsrelationen übersichtlich und allgemein in neu- 
artiger Weise darstellt. Das zweite Kapitel bringt die Anwendungsversuche der Theorie 
auf die Wechselwirkung elektrischer Teilchen unter Berücksichtigung der Retardation 
der Kräfte, wo besonderes Gewicht gelegt wird auf die Diskussion der fundamentalen 
Schwierigkeiten, die der Durchführung der Theorie im Wege stehen. Der letzte 
Abschnitt bringt ein kurzes Resume der Gedanken von N. Bohr über die Möglichkeit, 
trotz dieser Schwierigkeiten ein wohldefiniertes Anwendungsgebiet für die heutige 
Quantentheorie abzugrenzen, und über diejenigen Fragestellungen, die für die weitere 
Entwicklung der Theorie zu berücksichtigen sind. O. Klein (Stockholm). 


Kirsch, G.: Über die Stabilität der Atome. Atti Pontif. Accad. Sei. 84, 693—708 


(1931). 
Die Häufigkeitskurve der Elemente zeigt auffallende Beziehungen zum Bau der 


Atomhülle. Es wird daher die Hypothese diskutiert, daß die Stabilität der Atome 


von der Hüllensymmetrie abhänge. Ein plausibler Zusammenhang ergibt sich nach 


Ansicht des Ref. nicht. F. Hund (Leipzig). 


_ Johnson jr., M. H.: The theory of eomplex speetra. I. Energy levels. Physic. Rev., 


II. s. 39, 197—209 (1932). 


Im Anschluß an eine frühere Arbeit werden für ein Atom mit mehreren Elektronen, i 
das durch die Slaterschen Wellenfunktionen beschrieben wird, die Transformationen 


mn 


bestimmt, welche die Matrizen der Drehimpulsvektoren 8?, L? und J? auf Diagonalform 


bringen ($S= resultierender Spin, L = resultierender Bahndrehimpuls, J = totaler 
Drehimpuls der Elektronen). Die Rechnung wird für die Elektronenkonfigurationen 


p°, d?, p?, ps und p?s durchgeführt. Die transformierten Wellenfunktionen beziehen 
sich dann auf den Fall der LS-Koppelung. Mit ihnen wird die Matrix LS der Wechsel- 


wirkung zwischen Spin und Bahnimpuls bestimmt. Unter Hinzufügung der elektro- 
statischen Wechselwirkungsenergien zu den Diagonalelementen, wie man sie nach der 
Slaterschen Methode ermittelt, findet man die Matrix der Gesamtenergie. Durch 
Nullsetzen der Determinante dieser Matrix erhält man die Säkulargleichungen zur Be- 
stimmung der Energiewerte, welche bei der gegebenen Elektronenkonfiguration mög: 
lich sind. (Vgl. dies. Zbl. 3, 94.) R. de L. Kronig (Groningen). 

Gajewski, H.: Die Zerstreuung von Röntgenstrahlen an einfachen Gasen. (Na, O3, 
(03, CS2, NH3, H>0.) Physik. Z. 33, 122—131 (1932). 

Es wird über Versuche der Streuung von Röntgenstrahlen an N,, O,, CO,, CS,, 
NH, und H,O berichtet. Die Experimente werden mit einer theoretischen Formel 
verglichen, wobei die Streuung der einzelnen Atome im Molekül aus der Thomas- 
Fermi-Verteilung berechnet wird unter Berücksichtigung des inkohärenten Teils der 
Strahlung. Die Untersuchung gibt interessante Schlüsse über die gegenseitigen Ab- 
stände der Atome in den Molekülen. Ivar Waller (Zürich). 

Margenau, Henry: Quantum dynamical eorreetion for the equation of state of real 
gases. (Sloane Phys. Labor., Yale Univ., New Haven.) Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A. 
18, 5662 (1932). 

Zur Berechnung der quantentheoretischen Zustandssumme eines realen Gases 
wird der Ansatz gemacht, daß von den Molekülen n» Paare in gequantelter Wechsel- 
wirkung stehen, die Wechselwirkung der übrigen N Moleküle ein kontinuierliches 
Eigenwertspektrum hat; ferner wird n</N angenommen und jede Wechselwirkung 
von mehr als 2 Molekülen vernachlässigt. Dann lassen sich aus der Zustandssumme Z 
2 Faktoren abspalten: nee 

Z=(dierkikt)n, ei v sZaN 


Die erste Klammer enthält den Beitrag der inneren Schwingungen der n Paare, die 
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zweite den Beitrag ihrer Translationsbewegung. Der dritte Faktor Z, kann dargestellt 
werden durch: YrmkT\32aN N / m N 

en N ge 24 
Bis | h2 ) v f + ap er] ! 
Hier bedeutet n das Integral über den Unterraum eines Molekülpaares i7 von: 
_.m 2.498 e(n — 75) 
er et) ® kr — ı Ä 


Der Einfluß der Quantisierung kommt in den Integrationsgrenzen zum Ausdruck, 
durch welche kleinen relativen kinetischen Energien entsprechende Teile des Phasen- 
raumes von der Integration ausgeschlossen werden. Die Zustandsgleichung erscheint 
dann in folgender Form: 


DV ver 2xzN r & SR 2. 
{) 
Hierin ist 9(2)=0 für &<0 und 
p(x) = 0,273 «3/2 — 0,085 25/2 + 0,019 x7/2 — 0,001 292 für > 0, 
Man erhält also bei tiefer Temperatur eine Abweichung von der klassischen Formel, 
die qualitativ mit den Beobachtungen an Helium in Einklang steht. Eisenschitz. 


Frank, N. H.: Thermionie emission and space charge; (Massachusetts Inst. of 
Tecknol., Cambridge [U.8.A.].) Physic. Rev., II. s. 39, 226—236 (1932). 

Es wird der Einfluß der Raumladung zwischen parallelen Elektroden auf die 
Glühelektronenemission unter Berücksichtigung der Fermi-Dirac-Statistik und der 
Wellennatur der Elektronen berechnet. Es ergeben sich fast dieselben Resultate 
wie nach der klassischen Rechnung von Langmuir, da zwischen den Elektroden die 
Elektronendichte so gering ist, daß die Quantenstatistik keine Rolle mehr spielt. 
Nur die Ladungsverteilung wird etwas mehr verschmiert infolge des Übergreifens 
der Wellenfunktion auf klassisch unzugängliche Gebiete an den Rändern von Potential- 
bergen. Nordheim (Göttingen). 

Hulme, H.R.: The Faraday effect in ferromagneties. Proc. Roy. Soc. London A 135, 
237—257 (1932). 

Unter Berücksichtigung des Austausches in den Ferromagneten werden die in 
der Dispersionsformel auftretenden Matrixelemente der Polarisation und die Energie- 
differenzen berechnet, wobei auch das Vorkommen angeregter Atomzustände mit 
berücksichtigt werden muß. Infolge der Spin-Bahnwechselwirkung in den angeregten 
Zuständen ist der Brechungsindex verschieden für links- und rechtszirkular polari- 
siertes Licht und ergibt die richtige Größenordnung für die bei dünnen ferromagne- 
tischen Folien beobachtete Drehung der Polarisationsebene. Auch das Anwachsen 
des Effektes mit wachsender Lichtwellenlänge sowie seine Proportionalität mit der 
Magnetisierung ergibt sich in Übereinstimmung mit der Erfahrung. Bloch (Leipzig). 


Perrier, Albert: Sur des proprietes de la matiere ferromagnetique en lames et fils 
minces. (Labor. de Phys., Univ., Lausanne.) Helvet. phys. Acta 5, 59-67 (1932). 

Wenn man eine oder mehrere Dimensionen einer ferromagnetischen Substanz 
vergleichbar mit den Dimensionen der Elementargebiete annimmt, müssen sich ihre 
spezifischen Eigenschaften quantitativ verändern. Dies muß sich in erster Linie in 
den Magnetisierungs- und Magnetostriktionskurven äußern; aber auch die vom äußeren 
Magnetfeld abhängigen Eigenschaften (elektrische und Wärmeleitfähigkeit, Thermo- 
elektrizität, Elastizität usw.) müssen Änderungen zeigen. — Es wird ein Vergleich 
mit den neueren experimentellen Daten gegeben. F. Bloch (Leipzig). 

Williams, Adolfo T.: Die chemische Valenz und die Eigenschaften der Spektralterme. 
(Inst. de Fıs., Unwv., La Plata.) Contrib. Estud. Ci. fis. y mat. 5, ser. mat. 377390 
u. dtsch. Zusammenfassung 378 (1931) [Spanisch]. 

Die von London und Heitler theoretisch begründete Beziehung: Valenz = Multi- 
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plizität des tiefsten Atomterms — 1 wird in der Form geschrieben: Homöopolare-+he- 
teropolare Valenz = Multiplizität — 1 und an dem üblichen Material geprüft. Verf. 
wendet noch eine empirische Gesetzmäßigkeit, die zuerst von Narayan und Rao 
bemerkt worden ist, auf die C-, N-, O-, F- und Cu-Reihen an. Die Änderung der chemi- 
schen Valenz in einer solchen Reihe soll mit der Änderung des Abstandes zwischen 
tiefliegenden Atomtermen zusammenhängen. K. Bechert (München). 


Du Mond, Jesse W. M.: Possible narrowing of Compton line breadth by preferentially 
direeted eleetron momenta in Ceylon graphite. (Norman Bridge Labor. of Phys., Cali- 
fornia Inst. of Technol., Pasadena.) Physic. Rev., II.s. 39, 166—168 (1932). 

Bei Streuung von Strahlung durch freie Elektronen mit Anfangsgeschwindigkeit 
ist die Breite der Comptonlinie von der Richtungsverteilung dieser Anfangsgeschwindig- 
keiten abhängig. Sind Vorzugsrichtungen dafür vorhanden, wird die Breite unter 
Umständen kleiner als bei isotroper Verteilung. Es wird über Experimente an Ceylon- 
graphite berichtet, wo zu erwarten ist, daß für einen Teil der Elektronen die Bahnen 
näherungsweise in einer bestimmten Ebene liegen. Es wird auf die Möglichkeit hin- 
gewiesen, daß die Differenzen zwischen den experimentellen Werten des Verf. und denen 
anderer Forscher in bezug auf die Breite der Comptonlinie bei Graphit mit dem 
erwähnten Effekt in Zusammenhang steht. Ivar Waller (Zürich). 


Kleeman, R. D.: On the interaetion of radiation and the electron. Ta Mag., 
VIl.s. 13, 69—76 (1932). | 
Den Elektronen und Protonen wird die Eigenschaft beigelegt, innere Energie 
speichern und in Form von Strahlung wieder abgeben zu können; hiermit werden 
der lichtelektrische Effekt, der Compton-Effekt und die Blektronerireitiikiän an # 
Kristallen erklärt. Wessel (Coimbra). 
Massey, H. S. W., and €. B. 0. Mohr: The collision of eleetrons with moleeules. 
Proc. Roy. Soc. London A 135, 258—275 (1932). : 
Nachdem die Stöße zwischen Elektronen und Atomen theoretisch ziemlich weit 
untersucht sind, machen hier die Verff. eine Anwendung der Bornschen Theorie auf 
Stöße mit Molekülen. Die elastischen Stöße betreffend läßt sich das interessante 
Resultat ableiten, daß bei Molekülen mit axialsymmetrischem Kraftfelde und Zufalls- 
verteilung der Achsen im Raume die mittlere Streuintensität von der Geschwindigkeit 
v des Stoßes und dem Winkel ö der Ablenkung nur mit dem aus der Rutherfordschen 
Formel bekannten Faktor v-sinö/2 abhängt. Ferner läßt sich für Moleküle mit 
vielen Elektronen eine elegante Darstellung der Streuintensität durch den Struktur- 
faktor des Moleküls für Röntgenstrahlen geben. Schließlich wird eine von einem 
der Autoren begonnene Untersuchung des Streuvermögens von molekularem Wasser- 
stoff auf niedrige Geschwindigkeiten und kleine Streuwinkel ausgedehnt. Der Ver- 
gleich mit neueren Messungen ergibt gute Übereinstimmung bei großen Elektronen- 
geschwindigkeiten; dagegen versagt die erste Näherung der Bornschen Methode bei 
kleinen. Die Streuung von H, ist übrigens der von 2 H so ähnlich, daß sich kaum sagen 
läßt, welche von beiden Kurven sich der experimentellen besser anschließt. Man kann 
daher auch aus der schon berechneten Streuung des Stickstoffatoms durch Berück- 
sichtigung der Interferenz der zwei Zentren auf die Streuung von N, schließen. — Für 
die Behandlung unelastischer Stöße wird mit Franck und Condon angenommen, 
daß der Kernabstand der Moleküle während des Stoßprozesses praktisch unverändert 
der des Anfangszustandes bleibt, auch wenn zu dem durch den Stoß angeregten Zu- 
stande ein anderer gehört. Im Zusammenhange damit liefert die Theorie für die Elek- 
tronen, die einen bestimmten Zustand der Molekel angeregt haben, auch hier einen 
Beugungseffekt, d.h. diese Elektronen sind kohärent. Die Anregung des B-Zu- 
standes der A,-Molekel und ihre Dissoziation in zwei Atome im Grundzustande 
durch Übergang in die antisymmetrische Konfiguration werden ausführlich behandelt. 
W. Wessel (Coimbra). 


